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3 Programmation dynamique (6 pts)

Un arbre binaire est dit “de recherche” s'il est étiqueté par
des valeurs et que l'étiquette de chaque nceud est supé-
rieure ou égale & toutes les étiquettes de son sous-arbre
gauche, et inférieure ou égale A toutes les étiquettes de
son sous-arbre droit. Cet ordre permet de chercher des
valeurs en sachant toujours quel sous-arbre inspecter.

On considére un arbre binaire de recherche étiqueté par
n entiers distincts : my < my < -+ < m,. Chaque en-
tier m; est associé & un poids w; représentant la fréquence
avec laquelle il sera recherché dans l'arbre (plus w; est
grand, plus m; sera recherché souvent). Notre objectif est
de construire I'arbre de recherche le plus efficace en fonc-
tion de ces poids, connus a I"avance.

Pour formaliser la notion d’arbre efficace, définissons le
cofit d’accés pondéré C d'un arbre binaire de recherche
pour n entiers comme

C=) (di+)w,
i=1

on d; représente la profondeur du nceud représentant la
valeur m; dans l'arbre (la racine étant a la profondeur 0).
Intuitivement d; + 1 correspond au nombre de comparai-
sons A faire avant de trouver m; dans l'arbre.

Par exemple considérons deux arbres binaires de re-

i|j1 2 3 45
cherches pourlesvaleurs m; |2 5 6 8 9.
w; |8 4 14 3 6
my
F o\
Par exemple l'arbre m; my a un cofit d"accés pondéré
/ \
m3 ms
de C = 2wy + lw; + 3w;3 + 2wy + 3ws = 86.
ms

/ \

Tandis que le cofit d"accés pondéré de l'arbre my; my

/ \

my ms

est C = 3wy + 2w, + lws + 2wy + 3ws = 70.
Si I'on devait choisir entre ces deux arbres, on garderait
le second, de cofit inférieur. On veut évidement trouver
I’arbre de coiit minimal parmi tous les arbres binaires de
recherche possibles pour les valeurs my, ..., m,.

Notons C(1, j) le cotit d"acceés pondéré minimal des arbres
binaires de recherche pour les valeurs m;, ..., m;.Ona

C(i,j) =
0 sii>]
w; sii=j

J
min {C(i,k—l) +C(k+1,j) + ) wn

ke[i,/n} sii < j
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Pour notre exemple, cette formule nous permet de
construire le tableau C(i, j) :

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5
i=1 8 | 16 42 48 y
i=2] 0 | 4 22 28 X
i=3] 0 | O 14 20 35
i=4| 0 | O 0 3 12
i=5| 0 0 0 0 6
Question 6  Quelles sont les valeurs de x et y dans le
tableau précédent?
x=43,y =62 x=43,y=63 0/2
x=42,y=63 x=42,y=62
Question 7 Pour n valeurs, quelle est la complexité de
I"algorithme qui remplit ce tableau?
O(n?logn) O(n?) .O(n2 log n) 2/2
O(n?) (n3)
La personne qui a écrit 'algorithme avait suivi les cours
d‘algo, donc elle a aussi pris la peine de sauvegarder dans
un tableau séparé la valeur du k qui donnait le coiit mini-
mal dans le calcul de C(i, j).
Ce tableau des k est le suivant :
J=3 FuY juy jmi
i=1] 1 3 3
i=2 | 3 3 3
i=3 3 3
i=4 5
Question 8  Quel est |'arbre binaire de recherche de
cofit minimal correspondant?
. my . my . my
LN /
M 'ﬁ/\;rs /w\)ms/
\ '\ / \
my ms my  my m; my
L1 omy ms 0/2
ma Jl// /7 \
/ 1 ms ny ms
my; my mz my
ms ms
/ N\ / \
my  my my mg /
\ / / \
ma ms my ms
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4 Complexité récursive (5 pts)

Rappel du théoréme général. Pour une récurrence du
type T(n) = aT(n/b+O(1)) + f(n) aveca > 1, b > 1:

— m[&o‘. O(n'"o89)~¢) pour un ¢ > 0, alors T(n) =
.)'
— sn[(n) ©(n"8 "), alors T(n) = O(n'&" logn);

— si f(n) = O(n"°%**¢) pour un ¢ > 0, et de plus
af(n/b) < c¢f(n) pour un ¢ < 1 et toutes les

grandes valeurs de 1, alors T(n) = ©(f(n)).
Question9  Pour une entrée de taille n, un algorithme
a une complexité T(n) qui vérifie
T(n) = 5T(n/4) + O(n).
Quelle est sa classe de complexité (la plus précise)?
T(n) = ©(n?) T(n) = O(n?)
T(n) = ©(n'8:5) T(n) = O(n*8:5)
T(n) = ©(n'8s4) T(n) = O(n*8s4)
T(n) = ©(n'85logn) T(n) = O(n*8:5logn)
T(n) = ©(n*#s%logn) T(n) = O(n'8s4 log n)
T(n) = ©O(nlogn) T(n) = O(nlogn)
T(n) = ©(n) T(n) = O(n)

5 Recherche récalcitrante (6 pts)

En 1984, A. Broder et ]. Stolfi (Dec System Research
Center) ont publié un article satirique intitulé “Pessimal
Algorithms and Simplexity Analysis” on ils proposent de
construire des algorithmes “pessimaux”, c’est-a-dire qui
résolvent un probléme en prenant un maximum de temps.
Evidemment, on peut toujours ralentir un algorithme en
y ajoutant des boucles inutiles, mais ce n‘est pas élé-
gant : pendant les itérations superflues il est clair que
Ialgorithme ne progresse pas. Leur objectif est donc de
construire des algorithmes qui progressent strictement
vers la solution, mais qui y arrivent avec trés peu d’en-
thousiasme, voire une aversion manifeste.

Voici leur procédure RELUCTANTSEARCH, pour la re-
cherche de la position d'un entier x dans un tableau Ali..j|
qui est trié dans l'ordre croissant. L'algorithme retourne
k = —1sixn’a pas été trouvé,ou k € {i,..., j} si Alk] = x.
Dans la suite on note n = j — i+ 1 le nombre de cases
dans lesquelles la recherche est effectuée.
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Question10  Pour une entrée de taille n, un algorithme
a une complexité T(n) qui vérifie
T(n) = 2T(n/2) + n* + logn.

Quelle est sa classe de complexité (la plus précise)?

T(n) = ©(nNegn) T(n) = O(f log n)

T(n) = ©(n?) T(n) = O()?)

T(n) = ©(n(logm?) T(n) = Ofn(log n)*)

T(n) = O(nl T(n) = O|nlogn)

T(n) = ©(y) T(n) = O[n)

T(n) = ©(logn) T(n) = Oflogn)
Question 11 Pour une entrée de taille n, un algorithme
a une complexité T(n) qui vérifie

T(n) = 2T(n/2) + nlog, n.
Quelle est sa classe de complexité (la plus précise)?

T(n) = ©(n*logn) T(n) = O(n*logn)
T(n) = ©(n?) T(n) = O(n?)
T(n) = ©(n(logn)?) T(n) = O(n(logn)?)
T(n) = ©(nlogn) T(n) = O(nlogn)
T(n) = ©(n) T(n) = O(n)
T(n) = ©O(logn) T(n) = O(logn)
RELUCTANTSEARCH(A, i, j, x)
1 ifi > j then return -1
if i = j then
3 if x = Ali] then return i else return —1
4 me S
5 ifx < A[m| then
6 k «~RELUCTANTSEARCH(A,m + 1,j,%)
& ifk = —1 then
8 return RELUCTANTSEARCH(A, i, m, x)
9 else
10 return k
11 else
12 k +RELUCTANTSEARCH(A, i, m, x)
13 if k = <1 then
14 return RELUCTANTSEARCH(A, m + 1, /,x)
15 else
16 return k
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Question 12 Quelle équation récursive décrit précisé- Question 14  La complexité moyenne de 'algorithme
ment la complexité de I'algorithme dans le meilleur cas? satisfait T(n) = T([n/2]) + T([n/2]) + ©(1). A quelle

T(n) = T(|n/2)) +©(1) classe cela correspond-t-il? (Indiquez la classe la plus

précise.)
T(n) = T([n/2]) +©(1)
T(n) = T(|n/2)) + T([n/2]) + ©(1) T(n) =0(1) T(n) = O(1)
T(n) =T(|n/2]) +O(n) T(n) = O(logn) T(n) = O(logn)
T(n) =T([n/2]) + ©(n) T(n) = ©O(n) T(n) = O(n)
T(n) = T(|n/2]) + T([n/2]) + ©(n) T(n) = O(nlogn) T(n) = O(nlogn)
T(n) = ©(n?) T(n) = O(n?)

Question 13  Quelle équation récursive décrit précisé-
ment la complexité de cet algorithme dans le pirecas?  Question 15  Pour n > 0, combien de fois le test

T(n) = T(|n/2]) + ©(1) “x = Ali]” de la ligne 3 est-il exécuté?

T(n) = T([n/2]) +©(1) 1 n-1 2n -1 n -1
T(n) = T(|n/2)) + T([n/2]) +©(1) [n/2) n 2n n?
T(n) = T(|n/2]) +©(n) [n/2] n+1 2n+1 n?+1

T(n) = T([n/2]) + ©(n)
T(n) = T(|n/2]) + T([n/2]) + ©(n)

6 QUICKSORT et MERGESORT (3 pts)

Question16  Rappelez les complexités de MERGESORT et de QUICKSORT, puis citez un avantage que MERGESORT
ne partage ni avec QUICKSORT ni avec HEAPSORT.



