[ALGO] Complexité des Algorithmes (3)

Par Rhaeven, relecture par Find3r

Complexités

e (), 0O, O ->parle de la forme d'une fonction de n quand n — +o0

@(nz) = une fonction quadratique
®(n) = une fonction linéaire

o O(n?) + O(n) = O?)
o O(n?) * O(n) = OY)

Exemple
Bn+7) X (4n* +Tn — 3) = O(n) X O(?) = O(n’)

T(n) = an®* + bn+c
O(n) :

e Une fonction qui au pire est linéaire

e Est dominée par une fonction linéaire

3n+ 2 = 0O(n)
3n+2 = 00n?)
4 = O(n)

e O(n)+ O(n) = O(n)
e O(n) + 0O(n?) = O(n?)
e O(n) X O(n?) = O(n?)

O(n + n?) = O(n?)

* O(f(n) + g(n)) = B(max(f(n), g(n))
* O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n), g(n))
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Q)(n) : Une fonction qui domine une fonction linéaire

Exemple : n? = Q(n)

e Q(n) X Qn?) = Q)

Combinaisons

O(n) x O(n?) = 0(n?)

Ex: 2n % (4n* + 2n) = 8n> + 4n?
Jnsn = n>?>

e O(n) —O(n) = 0(n)

2n—n=n
2n—02n—-1)=1
2n—2n =20
n—2n=-n

Définitions

Définition @(g(n))
O(g(n)) = {f(n)lEIcl > 0, dcp, > 0, dng € N,
Vn > ng, c1g(n) < f(n) < cag(n)

Exemple :
Montrer que 3n?+n e @(nz)
cin® <3n*+n<cyn? avecc; =3etcy =4

Définition O(g(n))
[ fm)| dcy >0, dng € N,
0t = { no. f()] < cag(n)

Exemple :

Montrer que 3n = O(n?)

2

CarVn,3n < cyn“avecng =0etcy =3
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Montrer que 3n = O(n)
CarVn,3n < cpnavecny =0etcy =3

Montrer que 10cos(n) = O(1)
Car [10cos(n)| < ¢ X lavecng = Oetcy = 10

Définition £2(g(n))
_ [ fm)|3c1 >0, Ang €N
Qs = {10! 2t = pm

Exemple :

Montrer que 5 € Q(+4/n)

c1y/n < 5 avec ¢y = 1—10
Vi

Notations

On note f(n) = O(g(n))au lieu de f(n) in®(g(n))par abus de notation.
De méme, O(n) + O(n?) = O(n?)signifie
Vfi(n) € O(n), Vfa(n) € O(n?), Ag(n) € O(n’Yel que fi(n) + f2(n) = g(n)

Ces équations se lisent de gauche a droite
Ona®(n) = O(n)mais pas O(n) = O(n)
O(n) € O(n)

Algorithmes de tri

SelectionSort

SelectionSort(A, n) :
for 1 <- 0 ton - 2
posmin <- 1
for j <-i+1ton-1
if A[j] < Alposmin]
posmin <- j
Alposmin] <—> A[i]



Ligne de code
fori<-0Oton-2
posmin <- i
forj<-i+1ton-1
if A[j] < A[posmin]
posmin <- j

A[posmin] <-> A[i]

Total

InsertionSort

InsertionSort(A, n):

for i <- 1 ton-1

key <- A[il
j <—-1-1

Ordre de grandeur

®O)
®O(n)

On?)
O(n?)

O(n?) (borne sup)

®(n)

O(n?)

while j >= 0 and A[j] > key

Alj+1] <- Alj]

j <=3 -1

Alj + 1] <- key

Ligne de code
fori<-1ton-1
key <- Ali]

j<-1-1

while j >= 0 and A[j] > key
Alj+1] <- A[j]
j<-j-1

Alj + 1] <- key

Total

Ordre de grandeur
O(n)
O(n)
O(n)
best | worst | any
O(n)[|©(n*)||©(n*)
0[0(n*)||0(n?)
0ll0(m*)[|0(n?)
O(n)

O(n)[|©(n*)||O(n*)



En général, on peut dire T(n) = O(n?)

Cette notation ne garantit pas qu‘un cas est quadratique !!

MergeSort

MergeSort(A, b, e):
if e -b > 1:
m<-b+ (e - b) /
MergeSort(A, b, m)
MergeSort(A, m, e)
Merge(A, b, m, e)

2

Merge(A, b, m, e):
i<=-b; j<-m
for k <- b toe -1
if j >= e or (i > m and A[i] <= A[j])
B[k] <- B[il; ++i
else
BLk] <- BI[jl; ++j
Alb...e-1] <- B[b...e-1]

Ou b = begin et e = end
On travaille sur la zone du tableau entre [b,e[

On pose n =e-b



Merge Ordre de grandeur

i<-b;j<-m O(1)
fork <-btoe-1 O(n)
if j >= e or (i>m and A[i] <= A[j]) O(1)
B[k] <- BJi]; ++i ®(n)
Blk] <- B[j]; ++] O(n)
A[b...e-1] <- B[b...e-1] O(n)
Total O(n)
MergeSort Ordre de grandeur
ife-b>1 O(1)||6e(1)
m<-b+(e-b)/2 0]|\(1)
MergeSort(A, b, m) 0| Tys(|n/2])
MergeSort(A, m, e) 0| Tps([n/2])
Merge(A, b, m, e) 0]|9(n)
Total O(n)
Tys(n) = { O(1)sin < 1
M3 Tus([n/2]) + Tus([n/2]) + O(n) sinon

Pour simplifier, supposons n = 2k
Alors Tys(n) = 2Ty s(n/2) + O(n)pour n > 1

Arbre des appels récursifs (avec tableau de taille n)
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On a n feuilles
Chaque ligne a un co(t de cn(= ©O(n))et la derniere n X O(1)(= BO(n))
Hauteur de l'arbre : logon + 1(;-,1 =1)

Donc Tys = O(n) X (1 + logrn) = O(n) X O(logrn) = O(nlogrn) = O(nlogn)

logan = O(logon)? Y

logyn

logan = Tog.



