[ALGO] Complexité des Algorithmes (4)

Par Rhaeven, relecture par Find3r

Méthode par substitution

T(n) =2T(n/2) + cn
= 2(2T(n/4) + c(n/2)) + cn
=4T(n/4) + cn + cn
= 42T (n/8) + c(n/4)) + 2cn
= 8T(n/8) + 3cn

Apres i — 1 substitution :
T(n) = 2'T(n/2") + icn

La récursion s'arréte quand (n/2i) =1 < i=logyn
Alors T(n/21982") = T(1) = ©(1)

T(n) = 282" (n/2982") + (logon)cn
= n®(1) + cnlogyn
= O(nlogn)

Théoréme général
Théoreme général pour résoudre les équations de complexité récursive de la forme
n
T(n) = aT(E + O(1)) + f(n) pour n > ny

Avechb > 1, a > 1
(Pourn > ngy, T(n) = O(1)

e Sif(n) = O(n'8@=¥avec e > 0, alors T(n) = O(n'8%)

o Sif(n) = O(n'8%), alors T(n) = O(n'°%%ogn)

o Sif(n) = Qn% @D+ avec ¢ > 0, et de plus Ic < 1 tel que af (n/b) < cf (n)alors
T(n) = O(f(n))

e Sinon c’est dommage.
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Applications

e Exercice1:
T(n) =T(|n/2])+ T([n/2]) + BO(n)

|n/2] = n/2 = 0(1)
[n/2] = n/2 = O(1)

T(n) =2T({(n/2) + O(1)) + BO(n)

Aveca = b = 2etlogr2 =1

On) = 0(n'~%) ou O(n') ou Qn'*y
Ici ®(n) = O(n') = T(n) = O(nlogn)

e Exercice 2:
T(n) = 2T(n/3) + y/n

Aveca = 2,b = 3etlog;2 ~ 0, 63...

n% = sqri(n) = O8> 9sie = 0,1 = T(n) = O(%)(# O(n"0%))

e Exercice 3:
T(n) = 2T(n/2) + n?

Aveca = b = 2etlogy2 =1

n® = Q(n'*%)sie = 1 = et de plus avec ¢ = (1/2) < 1 on a bien
af(n/b) > cf(n) < 2n/2)?* < cn®> <= (1*12) < cn?

= T(n) = O(n?)



e Exercice 4 :
T(n) = 2T(n/2) + nlogon

Aveca =b =2 = logy2 =1

nlogon = Q(n'*%) < 3d > 0,3ng € N,Vn > n + 0.dn'** < nlogon <= d <

>> d n'existe pas

Par substitution :
T(n) =2T(n/2) + nlogyn
= 22T (n/4) + (n/2)log,(n/2)) + nlogrn
= 4T (n/4) + nlogrn(n/2) + nlogyn
= 4(2T(n/8) + (n/4)log,(n/4)) + nlog,(n/2) + nlogrn
= 8T(n/8) + nlogrn(n/4) + nlogr(n/2) + nlogrn

Apres i — 1 substitutions :

i—1
. n n
T(n) =2'T— +n ) logo—
5 kz_: 82 ok

i—1
=272 40 Y (loga(n) — 1)
2 k=0
Cn i—1
= 2’T—l. + nilogon — n Z k
2 k=0
G- 1)i
2

= 2iT£. + nilogyn — n
21
n/2t = 1 quandi = logsn

T(n) = 2logQ”T( ) + n(logan)? — ((logzn)z— l)logznn

= 00n) + @(n(logzn) )

Donc T(n) = O(n(logyn)?)
HeapSort

Arbre parfait

logzn

n—+oo

C'est un arbre binaire dont tous les niveaux sont pleins sauf le dernier ou toutes les feuilles sont

a gauche.

C



Peuvent etre stockés dans un tableau sans pointeur

00 19 36 177 3 25 1 2 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8

LeftChild(i) = 2i + 1

RightChild(i) = 2i + 2

Parent(i) = [(i - 1) / 2]
Tas Max

C'’est un arbre parfait ou chague sommet est plus grand que ses fils
Plusieurs Tas Max peuvent représenter le méme ensemble de valeurs



Suppression du max

On supprime I'élément max qu’on remplace par le dernier élément du tableau, puis on permute
avec son plus grand fils recursivement

e Suppression du 9
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e Suppression du 8



L'idée du tri par tas :

1. Construction du tas pour les valeurs a trier

2. Retirer les max les uns apres les autres pour remplir le tableau par la droite

Construire un tas

Exemple:2314570968









Heapify

Sommet i tel que le FD et FG sont des fils >> Le sommet i est |la racine d'un tas



Heapify(A, i, n):

1 <- LeftChild(i)

r <— RightChild(1i)

if L < n and A[l] > A[i]
largest <- 1

else
largest <- 1

if r < n and Alr] > A[largest]
largest <- r

if largest =1
Al[i] <—> Allargest]
Heapify(A, largest, n)

BuildHeap(A, n):
for i <- n/2 down to 0
Heapify(A, i, n)

HeapSort(A, n)
BuildHeap(A, n)
for i <= n -1 down to 1
A[i] <-> A[Q]
Heapify(A, 0, i)



