[ALGO] Complexité des Algorithmes (5)

Par Rhaeven, relecture par Find3r

Complexite de Heapify

Heapify(A, i, n):

1 <— LeftChild(1i)

r <— RightChild(i)

if 1 < n and A[1l] > A[i]
largest <- 1

else
largest <- 1

if r < n and A[r] > A[largest]
largest <- r

if largest !'= 1
A[i] <-> Allargest]
Heapify (A, largest, n)

Mesurer la taille du sous-probléme considére

e On pose s la taille du sous-arbre de racine i.

® On pose h la hauteur du sous-arbre

Ligne de code Cout Ta(h)

| <- LeftChild (i) O(1) o(1)

r <- RightChild (i) o(1) o(1)

if | <nand A[l] > A[i] O(1) o(1)

largest <- | O(1) O(1)

largest <- i O(l) 0()

if r < nand A[r] > A[largest] O(1) 0(1)

largest <- r o(1) o)

if largest !=i O(1) O(1)

Ali] <-> A[largest] o(1) o(1)
Heapify(A, largest, n) < Th((2/3)s) < Tpth-1)

Aupire, s =3x+2 < s3> (s—2)3=x e 2x+1= 27 = 2

3~ 3
* Tu(s) < O() + Tu((2/3)s)
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Le théoréme général fonctionne pour u(s) = u((2/3)s) + O(1)avec a=1b=(3/2) et logzpl =0
O(1) = 0(n°) = u(s) = O(logs)

Tu(s) < U(s)

Ty(s) = O(logs)

o Ty(h) < Tu(h— 1)+ 06(1)

Tu(h) < Th(h — 1) + O(1)
Ty(h) < Ty(h —2)+06(1) + 6(1)
Ta(h) < Tu(h—3)+06(1) + 6(1) + ©(1)

%H(h) < Ty(0) + O(1) + O(1)+. . . +0(1)
Tu(h) < (h—1)0O(1) = B(h)

TH(h) = O(h)

Complexité de BuildHeap

BuildHeap(A, n):
for i <—= n/2 down to 0
Heapify(A, i, n)

Ligne de code Cout
for i <- n/2 down to O On)

Heapify(A, i, n) O(nlogn)

O(nlogn) avec nlogn a la louche

S(h, n) est le nombre de sous-arbres de hauteur h dans un arbre de n noeuds.

Donc Heapify(A, i, n) a un co(t de
[logan] [logan] n [logan] 1

— h
Z O(h) x S(h,n) < h; O(h) x = no( Z‘l h(z)")

h=1

Complexité de HeapSort

HeapSort(A, n)
BuildHeap (A, n)
for i <= n - 1 down to 1
Ali] <—> A[0]
Heapify(A, 0, i)
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Ligne de code Colt

BuildHeap(A, n) O(n)
fori <- 0 down to 1 O(n)
Ali] <-> A[0] O(n)

Heapify(A, 0,1) Y7~ O(logi) = O(nlogn)

Z;.:ll O(logi) = O(D. log,i) = O(log, H;:ll i) = O(loga(n — 1)) = O((n — Dlog(n — 1)) = O(nlc

Formule de Stirling

1
nl = \/_Zﬂn(g)"(l +0(-)
1
logr(n!) = (1/2)log,(2nn) + nlogon — nlogse + log,(1 + 0(5)) = O(nlogn)

n—1
Z logyi = sum;:zllogzi

i=1

n—1 n—1 n
/ logridi < 2 logri < / log-idi
1 2

i=2
liloga~1'™" < ___ < liloga~1""
e e
O(nlogn) = O((n — 1)log(n — 1)) < ___ < O(nlogn)

Donc Tys = O(nlogn)

QuickSort

QuickSort(A,b,e)
//trie A[b...e-1]
ife-b > 1:
m = Partition(A,b,e)
QuickSort(A,b,m)
QuickSort(A,m,e)

Partition(A,b,e):
i<-b-1; j <-e; p=AI[b]
for ever:
do ++i until A[i] >=p
do ——j until A[j] <= p
if 1 >
A[i]l <—> A[j]
else
return i + (b == i)

Partition - fonctionnement



(2)4861753
14862753
(4)86275{3}
3[8]6{2}754

32[6]{8}754

etc
(x) : pivot
[i] et {j}

Codt Partition

Ligne de code Colt (T,(m))
i<-b-1j<ep=A[b] 0(1)
for ever: O(n)
do --j until A[jl <=p O(n)
ifi>] O(n)
Alil <-> A[j] O(n)
return i + (b == i) 0(1)

Colt QuickSort

Ligne Coat (To(n))
n<l|n>1
Theta(1)| Theta(1)
0| Theta(n)(?)
0| To(1)
0| To(n—1)
Tableau trié :
TQ(I’Z) =00n) + TQ(I) + TQ(I’Z -1
To(n) =To(n — 1) + O(n)
=Ton—-2)+0n-1)+ 0(Hn)

= To(n—3) + O(n —2) + O(n — 1) + O(n)
=YY" n—i=0m?

Cas favorable :
On suppose toutes les partitions de la forme [50%|50%|
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To(n) = O(n) + 2T (n/2)
= To(n) = O(nlogn)

Autre cas :
On supprime toutes les partitions de la forme |10%|90%|

To(n) = O(n) + Ty(n/10) + Tp(9n/10)

hgauche = lOglon
haroite = logi0/9m

O(nlogn) < Tp(n) < O(nlogn)
Donc Tp(n) = O(nlogn)

Autre cas :
[20|n-20|

To(n) = O(n) + Tp(20) + To(n — 20)
To(n) = O(n) + To(n — 20)
To(n) = ©(n?)



