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Introduction

Beaucoup d’ensembles mathématiques possèdent des propriétés
communes. Il est intéressant d’étudier ces propriétés, en premier lieu,
dans le cas général pour les appliquer, en second lieu, à tous les cas
particuliers.

Nous étudierons successivement les structures de groupe, d’anneau
et de corps que l’on rencontre très fréquemment en algèbre, en
analyse et en géométrie.

La notion de groupe apparaît, en 1830 avec Évariste Galois, largement
incompris de ses contemporains; il faut attendre l’aube du XXe siècle
pour que les structures algébriques simposent dans tous les domaines
des mathématiques (David Hilbert, Félix Klein, Elie Cartan).
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1. Lois de composition interne
1.1 Loi de composition interne - Partie stable

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne dans E

(en abrégé : I.c.i.) une application de E ⇥ E dans E, notée :
����
E ⇥ E �! E

(a, b) 7�! a ? b

Une partie F de E est dite stable par la l.c.i ? , si :

8(a, b) 2 F
2

a ? b 2 F

On appelle I.c.i. induite par ? dans F la restriction de ? à F ⇥ F .

Exemples :
La partie R� de R est stable par +.
La partie R+ est stable par ⇥.
La partie R� n’est pas stable par ⇥.

Edouard Marchais (EPITA) 4 / 48



1.2 Propriétés d’une I.c.i.

Une I.c.i. ? dans un ensemble E est dite :
commutative, si : 8(a, b) 2 E

2
a ? b = b ? a;

associative, si : 8(a, b, c) 2 E
3

a ? (b ? c) = (a ? b) ? c

Si ? est associative, on peut écrire directement et sans ambiguïté :

a ? b ? c ou ?

1  i  n
ai

Exemples :

a1 ⇥ a2 ⇥ · · ·⇥ an =
nY

i=1

ai et a1 + a2 + · · ·+ an =
nX

i=1

ai
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Un élément e 2 E est dit :
élément neutre, si : 8a 2 E a ? e = e ? a = a

Si E possède un élément neutre e, un élément a de E est dit :
symétrisable, si : 9a0 2 E a ? a

0 = a
0
? a = e

a
0 est appelé symétrique de a.

Supposons la I.c.i. ? associative; si un élément a possède deux symétriques
a
0 et a00, on a:

a
00
? a ? a

0 = (a00 ? a) ? a0 = e ? a
0 = a

0

a
00
? a ? a

0 = a
00
? (a ? a

0) = a
00
? e = a

00 donc a
0 = a

00
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Le symétrique d’un élément, s’il existe, est donc unique.

Le plus souvent, une l.c.i. associative est notée de façon additive :
a+ b ou multiplicative : ab.

La notation additive n’est employée que pour une l.c.i. commutative.
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notation notation
additive multiplicative

associativité a+ (b+ c) = (a+ b) + c a(bc) = (ab)c

neutre a+ 0 = 0 + a = a ae = ea = a

symétrique de a opposé : �a inverse : a
�1

a+ (�a) = (�a) + a = 0 aa
�1 = a

�1
a = e

itéré : 8n 2 N⇤
na = a+ a+ · · ·+ a a

n = aa . . . a

si n = 0 0a = 0 a
0 = e

si a est symétrisable (�n)a = a(�n) a
�n = (a�a)n

8b 2 N⇤

8(n,m) 2 Z2
na+ma = (n+m)a a

n
a
m = a

n+m
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2. Structure de groupe
2.1 Définition d’un groupe

On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi de composition interne ?

telle que
1 ? est associative :

8(a, b, c) 2 G
3

a ? (b ? c) = (a ? b) ? c

2 G possède un élément neutre e :

8a 2 G a ? e = e ? a = a

3 Tous les éléments de G sont symétrisables :

8a 2 G 9a0 2 G a ? a
0 = a

0
? a = e

Si de plus ? est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien
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Exemples :

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+)

(Q⇤
,⇥), (R⇤

,⇥), (C⇤
,⇥)

(Bij(E), �), où Bij(E) est l’ensemble des bijections de E dans E.

Dans la suite, la l.c.i. d’un groupe quelconque est souvent notée
multiplicativement (ou additivement, uniquement si le groupe est
abélien). S’il n’y a pas d’ambiguïté, on notera le groupe G sans
préciser la l.c.i.
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2.2 Propriétés

1 Un groupe est non vide : il contient au moins son élément neutre.

2 L’élément neutre est unique.

3 Le symétrique d’un élément est unique.

4 Pour tout élément a de G, ax = ay ) x = y (il suffit de multiplier à
gauche par a�1). De même : xa = ya = x = y (multiplier à droite
par a�1) . On dit que a est régulier.

5 Pour tout (a, b) 2 G
2, l’équation ax = b a une solution unique :

x = a
�1

b. De même l’équation xa = b a une solution unique :
x = ba

�1 .

6 8(a, b) 2 G
2 (ab)�1 = b

�1
a
�1
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3. Sous-groupe
3.1 Définition et caractérisation

On appelle sous-groupe d’un groupe G toute partie H de G, stable
par la l.c.i. du groupe et qui, munie de la l.c.i. induite, est encore un
groupe.

Exemple : Z est un sous-groupe de (R,+).

Théorème 1
Une partie H d’un groupe G est un sous-groupe si et seulement si :

1 H est non vide.
2 H est stable par la l.c.i. de G.
3 H contient les symétriques de tous ses éléments.
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En notation additive :

8
<

:

1) H 6= ?
2) 8(x, y) 2 H

2
x+ y 2 H

3) 8x 2 H � x 2 H

En notation multiplicative :

8
<

:

1) H 6= ?
2) 8(x, y) 2 H

2
xy 2 H

3) 8x 2 H x
�1 2 H
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Démonstration :

Adoptons la notation multiplicative et notons e l’élément neutre de G.

Si H est un sous-groupe de G, il est non vide et stable par ⇥ .
Soit e l’élément neutre de H. e

0
e
0 = e

0
e
0 ; comme e

0 est
régulier, e0 = e.
Soit x 2 H. x a un inverse x

�1 au sens de G et un inverse x
0 au sens

de H. x
0
x = e = x

�1
x, d’où x

0 = x
�1 ; donc x

�1 2 H : H contient
les inverses de tous ses éléments.

Soit H une partie de G vérifiant les points 1), 2) et 3). H est stable.
Vérifions que, munie de sa loi induite, c’est un groupe. La loi induite
est évidemment associative.

Comme H 6= ?, il existe x 2 H ; alors x
�1 2 H, d’où xx

�1 2 H,
c’est-à-dire e 2 H. H possède donc un élément neutre. De plus, tout
élément de H a un inverse dans G qui, d’après 3), est dans H : H est un
groupe, donc un sous-groupe de G.

Edouard Marchais (EPITA) 14 / 48

3.2 Exemples

On montre facilement, à l’aide du théorème de caractérisation d’un
sous-groupe, que : {e} et G sont des sous-groupes de G.
L’intersection de deux sous-groupes de G est un sous-groupe de G.
U = {z 2 C, |z| = 1} est un sous-groupe de (C⇤

,⇥).
Un = {z 2 C, zn = 1} est un sous-groupe de (U ,⇥).
L’ensemble des suites convergentes est un sous-groupe de (RN

,+).
L’ensemble des fonctions continues est un sous-groupe de (RR

,+).
L’ensemble des isométries du plan P est un sous-groupe de (Bij(E), �).
L’ensemble des déplacements de P est un sous-groupe du groupe des
isométries de P .
L’ensemble des symétries centrales et translations de P est un
sous-groupe du groupe des déplacements de P .
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4. Morphisme de groupes
4.1 Définition générale d’un morphisme

Soit E et F deux ensembles munis respectivement des l.c.i. ? et •. On
appelle morphisme de (E, ?) dans (F, •) une application f de E dans F

telle que :

8(x, y) 2 E
2

f(x ? y) = f(x) • f(y)

Exemples :
����
(Z,+) �! (R⇤

+,⇥)
n �! 2n

����
(R⇤

+,⇥) �! (R,+)
x �! lnx

����
(C,⇥) �! (C,⇥)

z �! z
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La composée de deux morphismes est un morphisme.

Un morphisme d’un ensemble dans lui-même avec la même l.c.i. est
appelé endomorphisme.

Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.

La bijection réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

Deux ensembles sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de
l’un dans l’autre.

Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

L’ensemble des automorphismes de (E, ?) est un sous-groupe de
(Bij(E), •), noté Aut(E).
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4.2 Propriétés des morphismes de groupes

Soit G et G0 deux groupes multiplicatifs, d’éléments neutres respectifs
e et e0 et f un morphisme de G dans G

0.

f(e) = e
0

En effet, f(e) = f(ee) = f(e)f(e) et f(e) = f(e)e0 , d’où
f(e)f(e) = f(e) et, comme f(e) est régulier, f(e) = e

0.

8x 2 G f(x0) = f(x)�1

En effet, f(xx�1) = f(x)f(x�1) et f(xx�1) = f(e) = e d’où
f(x)f(x�1) = e

0 c’est-à-dire f(x�1) = f(x)�1).
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4.3 Noyau d’un morphisme de groupes

Soit G et G0 deux groupes multiplicatifs, d’éléments neutres respectifs
e et e0 et f un morphisme de G dans G

0.
On appelle noyau de f l’ensemble des éléments de G qui ont pour
image l’élément neutre de G

0. On le note :

Ker f = {x 2 G, f(x) = e
0} = f({e0})

Théorème 2
Pour tout morphisme f du groupe G dans le groupe G

0 :
Ker f est un sous-groupe de G.
Ker f = {e} si et seulement si f est injectif.
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Démonstration :

(Adoptons la notation multiplicative)

1 Comme f(e) = e
0 , e 2 Ker f , donc Ker f 6= 0.

8(x, y) 2 (Ker f)2, f(xy) = f(x)f(y) = e
0
e
0 = e, donc

xy 2 Ker f : Ker f est stable.
8x 2 Ker f, f(x�1) = f(x)�1 = e

0�1 = e
0 , donc x

�1 2 Ker f : Ker f
contient les inverses de tous ses éléments. Ker f est donc un
sous-groupe de G.

2 Si f est injectif, 8x 2 Ker f , f(x) = e
0 = f(e) , donc

x = e. Ker f = {e}.
Réciproquement, si Ker f = {e} , soit (x, y) 2 G

2 tel que
f(x) = f(y).
Alors f(x)f(y)�1 = e

0 ; d’où f(xy�1) = e
0 , d’où xy

�1 2 Ker f , d’où
xy

�1 = e.
Donc x = y : f est injectif.
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Exemple :

L’application
����
(R,+) �! (C⇤

,⇥)
x �! e

ix

est un morphisme de groupes dont le noyau est

Kerf = {x 2 R, eix = 1} = 2⇡Z,

qui est un sous-groupe de (R⇤
,+).

Edouard Marchais (EPITA) 21 / 48

4.4 Image d’un morphisme de groupes

Soit G et G0 deux groupes, et f un morphisme de G dans G
0. On appelle

image de f l’ensemble des éléments de G
0 qui ont un antécédent dans G.

On le note :

Im f = {y 2 G
0
, 9x 2 Gy = f(x)} = f(G)

Théorème 3
Pour tout morphisme f du groupe G dans le groupe G

0 :
Im f est un sous-groupe de G’.
Im f = G

0 si et seulement si f est surjectif.
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Démonstration :

1 (Adoptons la notation multiplicative)

e
0 = f(e) 2 Im f , donc Im f 6= ?.
8(y, y0) 2 Im f, 9(x, x0) 2 G

2
y = f(x) et y = f(x).

D’où yy
0 = f(x)f(x0) = f(xx0) 2 Im f : Im f est stable.

8y 2 Im f, 9x 2 G y = f(x). D’où y
�1 = f(x)�1 = f(x�1) 2 Im f .

Im f contient les inverses de tous ses éléments. Im f est donc un
sous-groupe de G

0.

2 f(G) = G
0 est la définition même de la surjectivité de f .
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Exemple :

L’image du morphisme
����
(R,+) �! (C⇤

,⇥)
x �! e

ix

est

Im = U = {z 2 C, |z| = 1},

qui est un sous-groupe de (C⇤
,⇥).
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5. Structure d’anneau
5.1 Anneau

On appelle anneau un ensemble A muni de deux l.c.i., notées
respectivement + et ⇥ , telles que :

1 (A,+) est un groupe abélien. Le neutre est noté 0A (élément nul).
2 La l.c.i. ⇥ est associative.
3 A possède un élément neutre pour la l.c.i. ⇥ noté 1A (élément unité).
4 ⇥ est distributive par rapport à +, c’est-à-dire :

8(a, b, c) 2 A
3

a(b+ c) = ab+ ac et (b+ c)a = ba+ ca

Si de plus ⇥ est commutative, l’anneau est dit commutatif.

Exemples : (Z,+,⇥), (Q,+,⇥), (R,+,⇥), (C,+,⇥), (RN
,+,⇥),

(RR
,+,⇥)
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5.2 Propriétés

On peut définir dans un anneau A une l.c.i., notée -, par :

8(a, b, c) 2 A
2

a� b = a+ (�b)

8(a, b, c) 2 A
3

a(b� c) = ab� ac.
En effet, a(b� c) + ac = a((b� c) + c) = ab.
De même, 8(a, b, c) 2 A

3 (b� c)a = ba� ca.
8a 2 A a 0Aa = 0A a.
Il suffit de choisir b = c dans les égalités précédentes.
La réciproque n’est pas toujours vraie : on appelle diviseurs de zéro
des éléments non nuls dont le produit est 0A.
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Exemple : Dans l’anneau RR, les fonctions f : x 7! x+ |x| et
g : x 7! x� |x| sont des diviseurs de zéro, car fg est la fonction nulle,
alors que ni f ni g ne sont nulles.

On peut généraliser la distributivité de ⇥ par rapport à + :

nX

i=1

abi = a

nX

i=1

bi

On peut appliquer la formule du binôme à deux éléments d’un anneau,
s’ils commutent :

ab = ba ) 8n 2 N (a+ b)n =
nX

p=0

✓
n

p

◆
a
n�p

b
n
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De même, pour la factorisation de a
n � b

n :

8n 2 N⇤ 1� x
n = (1� x)

n�1X

p=0

x
p

=
n�1X

p=0

x
p(1� x)

Si 1� x est inversible, on retrouve la formule donnant la somme des
termes d’une suite géométrique :

1 + x+ x
2 + · · ·+ x

n�1 = (1� x
n)(1� x)�1
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5.3 Sous-anneau

On appelle sous-anneau d’un anneau A, toute partie B de A stable par +
et ⇥ et qui, munie des l.c.i. induites, est encore un anneau avec la même
unité.

Théorème 4
Une partie B d’un anneau A est un sous-anneau de A si et seulement si :

1 1A 2 B.
2 8(x, y) 2 B

2
x� y 2 B.

3 8(x, y) 2 B
2

xy 2 B.
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Démonstration :

Soit B un sous-anneau de A. Il contient 1A. Il est stable par + et
contient les opposés de ses éléments, donc il est stable par �. De
plus, il est stable par ⇥.

Soit B une partie de A vérifiant les points 1), 2) et 3). D’après 1) et
2), (B,+) est un sous-groupe de (A,+) (caractérisation condensée).

De plus, il est stable par ⇥ et la l.c.i. induite est évidemment
associative et distributive par rapport à +. D’après 1), B possède un
élément unité qui est le même que celui de A : (B,+,⇥) est un
sous-anneau de A.
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Exemples :

L’ensemble des fonctions polynomiales, l’ensemble des fonctions
continues, l’ensemble des fonctions bornées sont des sous-anneaux de
RR.

L’ensemble des suites convergentes, l’ensemble des suites périodiques
sont des sous-anneaux de RN.
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5.4 Structure de corps

On appelle corps un anneau (généralement supposé commutatif), non
réduit à {0}, dont tout élément non nul est inversible.

Si K est un corps, le groupe de ses éléments inversibles est K \ {0}.

Exemples : (Q,+,⇥), (R,+,⇥), (C,+,⇥).

On appelle sous-corps d’un corps K une partie de K stable par + et ⇥ et
qui, munie des l.c.i. induites, est encore un corps.

(Il a nécessairement la même unité que K, car ses éléments sont réguliers
pour ⇥.)
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6. Multiples et diviseurs d’un entier
6.1 Multiples et diviseurs d’un entier

Soit (a, b) 2 Z2 ; s’il existe n 2 Z tel que a = nb , on dit que :

a est un multiple de b.
b est un diviseur de a (ou « b divise a », notation : b|a).

L’ensemble des multiples de b est noté bZ. Nous conviendrons de noter
D(a) l’ensemble des diviseurs de a.
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Propriétés : (Les démonstrations, très simples, sont laissées en exercices)

1 La somme de deux multiples de b est un multiple de b.
2 L’opposé d’un multiple de b est un multiple de b.
3 Tout multiple d’un multiple de b est un multiple de b.
4 Si b divise deux entiers, il divise leur somme.
5 Tout diviseur d’un diviseur de a est un diviseur de a.
6 0 est un multiple de tout entier. Tout entier divise 0.
7 Si b divise a et a divise b, alors a = +b.
8 Restreintes à N , les relations « divise » et « est multiple de » sont

des relations d’ordre partielles.
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6.2 Division euclidienne dans Z

Théorème 5
Soit (a, b) 2 Z2 tel que b 6= 0.

Il existe un couple unique (q, r) 2 Z2 tel que

a = b q + r

et 0  r  |b|.

q est appelé quotient et r reste de la division de a par b.
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6.3 Division euclidienne dans (Z,+)

Théorème 6
Pour tout n 2 Z, l’ensemble nZ des multiples de n est un sous-groupe de
Z. Tout sous-groupe de Z est de cette forme.
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6.5 Nombres premiers

Un entier p strictement supérieur à 1 est dit premier si ses seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.

Application : Crible d’Ératosthène
On obtient la liste des nombres premiers inférieurs à n en supprimant,
pour tout entier p de 2 à n, tous les multiples de p autres que p.
Dans la pratique, pour savoir si un entier n est premier, on cherche à
le diviser par tous les entiers premiers inférieurs ou égaux à

p
n.

En effet, si n = pq, p > n ) q < n.
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Figure: Le crible d’Ératosthène (mathématicien grec, 284-192 av. J.-C.)
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7. Exercices
7.1 Vrai ou faux ?

1 0 est élément neutre de la soustraction dans Z.
2 (Z,⇥) est un groupe abélien.
3 N est un sous-groupe de (Z,+).
4 Le noyau d’un morphisme de groupe est le singleton {e} .
5 Tous les éléments d’un anneau sont réguliers pour les deux opérations.
6 Tous les éléments d’un anneau sont inversibles.
7 Un diviseur de zéro d’un anneau n’est jamais inversible.
8 (Q,+,⇥) est un corps commutatif.
9 La somme de deux diviseurs d’un entier est un diviseur de cet entier.
10 Tout diviseur de deux entiers est un diviseur de leur somme.
11 Deux nombres premiers distincts n’ont pas de diviseurs communs.
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7.2 Lois de composition interne

1 Étudier les propriétés (commutativité, associativité, élément neutre,
symétrique d’un élément,...) des I.c.i. \, [ et 4 dans P(E).

2 Soit E un ensemble muni de deux I.c.i. � et ? admettant des éléments
neutres respectifs e et f , et telles que :
8(x, y, u, v) 2 E

4 (x ? y) � (u ? v). Montrer que :
1 e = f

2 � = ?

3 ? est associative et commutative.
3 Soit E et F deux ensembles non vides et ? une I.c.i. sur F . On

définit, dans l’ensemble F
E des applications de E dans F , la l.c.i •

par : 8(f, g) 2 (FE)2 8x 2 E (f • g)(x) = f(x) ? g(x).
1 Montrer que, si ? est commutative, il en est de même de •.
2 Montrer que, si ? est associative, il en est de même de •.
3 Montrer que, si ? admet un élément neutre e, il en est de même de •.

Donner des exemples.
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7.3 Groupes

1 On définit sur R la I.c.i. ? par a ? b = a+ b� ab.
1 (R, ?) est-il un groupe?
2 Déterminer un sous-ensemble de R qui soit un groupe pour la loi ?.

2 Dans R2 on a la I.c.i. ? : (x, y) ? (x0, y0) = (x+ x
0
, ye

x0
+ y

0
e
�x)

Démontrer que (R2
, ?) est un groupe. Est-il abélien ?

3 Montrer que l’ensemble des éléments d’un groupe qui commutent avec
tous les autres est un sous-groupe. On l’appelle centre du groupe.

4 Montrer que l’ensemble {z 2 C, 9n 2 N⇤
z
n = 1} est un sous-groupe

de (C⇤
,⇥).

5 Soit G un groupe noté multiplicativement, H un sous-groupe de G et
a un élément quelconque de G. Montrer que a

�1
Ha est un sous

groupe de G.
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7.4 Anneaux - corps

1 Soit A un anneau. Un élément x de A est dit nil-potent si :
9n 2 N x

n = 0.
1 Démontrer que, si xy est nilpotent, yx l’est aussi.
2 Démontrer que, si x et y sont deux éléments nilpotents qui

commutent, alors xy et x+ y sont nilpotents.
3 Soit x un élément nilpotent. Démontrer que 1� x est inversible et

calculer son inverse.

2 Soit A un anneau tel que 8x 2 A x
2 = x.

1 Démontrer que 8x 2 A x+ x = 0.
2 Démontrer que l’anneau A est commutatif.
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7.5 Anneau des entiers relatifs

1 Trouver deux entiers positifs a et b sachant que a < 4000 et que la
division euclidienne de a par b donne un quotient de 82 et un reste de
47.

2 On divise deux entiers a et b par leur différence a� b. Comparer les
quotients et les restes obtenus.

3 Soit a, b, n trois entiers tels que a > 1, b � 1 et n � 0. On note g le
quotient de la division euclidienne de a� 1 par b. Trouver le quotient
de la division euclidienne de ab

n � 1 par bn+1.
4 Les entiers 11, 111, 1111, 11111, 111111, 1111111 sont-ils premiers ?
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