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1 Distribution & deux variables

1.1 Cas général

Considérons deux variables aléatoires réelles X et Y. Pour définir la distribution du couple (X,Y), on
procéde d’une maniére analogue & ce qu’on a fait pour une variable :

1. On définit la tribu borélienne sur R?, qui est la tribu engendrée par les ensembles de la forme
J—00, z]x ]—00,y] ou (z,y) € R*.

2. On définit la fonction de répartition du couple (X,Y) comme la fonction

R2  — [0,1]

F: (z,y) +— P((X,Y) €]—o0,z]x]—00,y]) = P(X<z et Y<y)

La fonction de répartition F' permet de définir la probabilité de tous les ensembles de la tribu borélienne
de R2. Cette tribu ne contient pas tous les sous-ensembles de R?, donc certains d’entre eux n’ont pas de
probabilité définie par F'.
Néanmoins, les ensembles qui nous intéressent dans la pratique sont bien dans la tribu borélienne. C’est
notamment le cas de ceux de la forme I x J o I et J sont deux intervalles de R.
Par exemple, pour tout (a,b,c,d) € R* tel que a < b et ¢ < d, la probabilité que (X,Y) soit dans
la, b]x ], d] vaut

Pla<X<bet e<Y<d) = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c)

En effet, ’ensemble |—o0, b} x |—00, d] est I'union disjointe
|—00,b]x |—00,d] = ]—o00,b]x]|—00,¢] U ]—o0,a]x]e,d] U Ja,b]x]e,d]
On en déduit la relation entre les probabilités :

PXy(}—oo,b]x]—oo,d]) = PXy(]—oo,b]x]—oo,c]) + PXy(]—oo,a}x]c,d]) + PXy(}a,b]x]c,d])

F(b,d) F(byc) F(a,d)—F(a,c)

En isolant Pxy (Ja,b]x ]c,d]) des autres termes, on en déduit la relation.

FIGURE 1 — Partition de 1’ensemble |—o0,b|x |—00,d]. Cette partition permet de déduire la proba-
bilité que (X,Y) soit dans ]a, b]x]c, d] (I’ensemble en rouge).
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Propriétés de la fonction de répartition
1. Pour tout a € R, la fonction y — F(a,y) est croissante et lim F(a,y) =0
y——00
2. Pour tout b € R, la fonction © — F(x,b) est croissante et lim F(z,b) =0
T—r—00

3. lim F(z,y)=1

1.2 Densité jointe de deux variables aléatoires

Soit X et Y deux variables aléatoires.
Définition : si il existe une fonction positive f définie sur R? telle que pour tout (a,b) € R?,

F(a,b):/a /bf(:v,y)dxdy

T=—00 Yy=—00

alors cette fonction f est une densité jointe du couple (X,Y).

Remarques

1. Si la fonction de répartition F est deux fois différentiable sur R?, alors elle admet pour densité sa

dérivée partielle seconde :
O*F

2. Il en est de méme si F' est deux fois différentiable, sauf en un nombre fini de points.

3. Quand une densité f existe, alors pour tout ensemble de la forme I = [a,b] X [¢, d],

P((X,Y)EI):P(angbetchgd)://f(m,y)dxdy
I

Cette intégrale est le volume délimité par I’ensemble I, entre le plan z = 0 et la surface du graphe
de la fonction f.

FIGURE 2 — Interprétation géométrique de 1’intégrale de f sur [a,b] X [c,d]. L’intégrale est le
volume délimité par I’ensemble [a, b] X [c,d] (dans le plan z = 0) et le graphe de la fonction.
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1.3 Interprétation intuitive d’une densité

Si on choisit deux nombres éx et oy petits dans R* , on peut approximer les variables X et Y par deux
variables discrétes X’ et Y’ prenant leurs valeurs dans

X'(Q) ={pdzx,pe?} et Y'(Q) ={qdy, q € Z}

Pour tout x = pdz € X'(Q) (p € Z) et tout y = qdy € Y'() (q € Z), 1a probabilité que (X', Y") = (z,y)
est
P(X'=zetY =y)= f(z,y)dxdy

On a alors, pour tout (a,b) = (p1 82, p2 6), (p1,p2) € Z2,p1 < pa, et pour tout (¢, d) = (q1 6y, 42 5y),
(q1,42) € 72, q1 < qo,

P2 q2

PIXY) € labixled) = > - fsegoniesy= [[ s dedy
=p1i=a [a,b] X [c,d]
y y
d ,,,,,,,,,,,,,,,
C ,,,,,,,,,,,,,,,
» T » T
a b o To+ox
Yy
""""" f(,y) 6z 5y
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 : . » T
0 T=x0—Y xo Tot+or

FIGURE 3 — Approximation de la distribution jointe de X et Y. Cette distribution est approxi-
mée par celle d’'un couple (X', Y”) prenant ses valeurs sur la grille {(pdxz,qdy), (p,q) € Z*}. En haut
a gauche : a probabilité que (X’,Y”) soit sur un point de la grille a 'intérieur du rectangle [a, b]x[c, d]
est une approximation de celle que (X,Y’) soit dans ce rectangle. En haut a droite : la densité de X
s’obtient en considérant la probabilité que X soit entre zg et zg + dx. C’est la somme des probabilités
des événements «(X,Y) € [zo, mo+0z] x [q0y, (¢+1) 6y]». En bas : de méme, la densité¢ de X +Y en
xo s’obtient en considérant la probabilité de I’événement X + Y € [xg,x0 + dx]. C'est la somme des
probabilités élémentaires situées autour la droite d’équation x + y = xg.
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1.4 Densités déduites de la densité conjointe

Il ne faut pas chercher une démonstration mathématique solide des propriétés suivantes. Une telle dé-
monstration fait appel & des outils mathématiques complexes et peu utiles dans les situations pratiques.
En revanche, il est important de comprendre leurs significations géométriques (figure 3).

Considérons un couple de variables aléatoires (X,Y), de densité conjointe f(x,y).

Définition : densité marginale de X et de Y.
+oo

La densité marginale de X est la fonction fx : z +—— f(z,y)dy.
—0o0
C’est la densité de la variable X, considérée comme une variable aléatoire en elle-méme.
(oo}
De méme, la densité marginale de Y est la fonction fy :y+— / f(z,y) da.
— 00

Propriété : densité de X +Y
+o0

La variable X + Y admet pour densité la fonction fxiy : 29— / flx—y,y)dy
Yy=—00
1.5 Variables indépendantes
Définition
Les variables X et Y sont indépendantes si, pour tout (z,y) € R2, f(x,y) = fx(x) x fy(y).

Propriétés : soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

1. Pour tout ensemble de la forme [a, b] x [c,d] C R?, on a

P(X € lablet Y €e.d) = P(X € [a.b]) x P(Y € [e.d]) </ fxlz >>< (/ fy(g/)dg/)

En d’autres termes, les événements «X € [a, b]» et «Y € [c, d]» sont indépendants.

2. La densité de X 4+ Y est le produit de convolution des densités marginales fx et fy.

La seconde propriété se démontre en considérant que, pour tout zg € R,

Frov(zo) = /fxo—yydy— / Fx(@o —y) fy () dy

y=—00 y=—o0
ce qui est bien le produit de convolution fx * fy.

Exercice : distribution uniforme.
Soit deux variables X et Y dont la densité jointe est la fonction

si (z,y) €[1,3] x [0,2]

1
1
0 sinon

flx,y) =

1. Déterminer les densités marginales de X et Y.

2. En déduire que ces variables sont indépendantes.
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3. Déterminer la densité de X + Y.

Solution
+oo

1. La densité marginale de X est définie pour tout 2y € R par fx(xg) = / f(zo,y) dy.

—00

Si o ¢ [1,3], la fonction y — f(x0,y) est nulle pour tout y € R et fx(zg) =0.
Si ¢ € [1,3], la fonction y — f(zo,y) vaut I pour y € [0,2] et 0 ailleurs. Ainsi,

st = [ 3= (1,3

Finalement, la densité fx est définie par

1 .
_ |3 siwoe[l,3]
Fx(@o) ’ 0 sinon
On voit donc que X ~» Unif(1, 3).
De méme, on montre que
1 .
_| 3 siywe(02]
Fr (o) ‘ 0 sinon

et donc Y ~» Unif(0, 2).

2. On a bien, pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = fx(x) x fy(y).
En effet, ce dernier produit s’annule si z ¢ [1,3] ou y ¢ [0,2]. Dans le cas contraire, c’est a dire si
(z,y) €[1,3] x [0,2], il vaut 3 x 3 =1

3. Posons Z = X +Y et déterminons fz(xg) pour xg € R. On sait que

+oo
fz(wo)==J/ Fx(xo — ) fr(y) dy

—o0
De plus, le produit fx(z¢ —y) fy(y) vaut
1 .
_ _ |1 s 1<zg—y<3 et 0<<y<2
Ix@o=9) W) =10 cion
Donc
0 < Yy < 2 0 < y < 2
- { S VST Bt

Pour distinguer les cas a étudier, on voit qu'il faut que y € [0, 2]N[xo—3, xo—1]. Ces deux intervalles
ont méme longueur. Les cas a considérer sont ceux d’une intersection vide (un des intervalles ne
contient que des valeurs inférieures a l’autre) et ceux d’intersection non vide (ils peuvent alors se
rencontrer par les valeurs inférieures ou supérieures). On peut aussi s’appuyer sur un raisonnement
géométrique (figure 4).
(a) Cas1:sixzg—3>2,donc x> 5.

Alors pour tout y € R, le produit fx(zo —y) fy(y) est nul donc fz(zg) =0.
(b) Cas 2 :sizg—1<0,donc zp < 1.

La aussi, pour tout y € R, le produit fx(zo — y) fy (y) est nul donc fz(x¢) = 0.
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FIGURE 4 — Produit de convolution de deux densités uniformes. La zone sur fond rouge est le
support du produit fx(z) fy (y). C’est la région dans laquelle le produit ne s’annule pas. On montre
I'intersection de ce support avec la droite oblique = 4+ y = x¢ pour quelques valeurs de zg. Si zg < 1, la
droite ne rencontre pas le support. Si o € [1,3], la droite rencontre le support pour y € [0,zo — 1]. Si
xo € [3,5], Vintersection se produit quand y € [xg — 3, 2]. Enfin, quand z > 5, 'intersection est vide.

(c) Cas3:810< g —3<2< xp— 1, doncsi zg € [3,5].
Alors fx(zo —y) fy(y) #0 <= 9 — 3 <y < 2. Donc

fz(@o) = /2

(d) Cas4:sixg—3<0<m—1<2,doncsizg € [L,3].
Alors fx(zo—y) fy(y) 0= 0< y < 29— 1. Donc

[gr _5-%

4 xo—3 o 4

o 1 1
y ro— "L‘O —
fz(z0) = / ldy: [Z]o ==
0
104_ sixg € [1,3]
Finalement, fz(xq) = 5*4& si zg € [3,5]
0 sinon

2 Suite de variables aléatoires

Dans de nombreuses situations, nous avons l'intuition de la convergence d’une suite de variables aléa-
toires. Par exemple, si nous tirons n fois une variable, les tirages étant indépendants et suivant la méme
distribution, on sent bien que la moyenne des tirages converge vers l’espérance.
Formalisons cet exemple de fagon plus mathématique : considérons n variables X1, Xa, -+ , X,,. Supposons
qu’elles soient indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Si on définit

_Xitmt++ X,

n
n

|

on sent que X,, converge vers E(X,,) (cette espérance est aussi celle de X, Xo,---).
Encore faut-il définir cette notion de convergence. En effet, si on se fixe une grande valeur de n, il reste
possible que X, soit loin de E(X). C’est simplement peu probable.
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2.1 Les différents types de convergence

Considérons une suite de variables aléatoires (X,,) et une variable aléatoire Y. Il y a plusieurs fagons de
définir que (X,,) converge vers Y.

Remarque : dans la définition générale, la limite Y est une variable aléatoire. Il arrive cependant souvent

que cette variable soit en fait une constante réelle. C’est par exemple le cas quand on considére la moyenne

< _Xitaat o+ Xy

n

n

et Y = E(X,,). Dans ce cas, en appelant C' cette constante, Y est la variable

Q — R
Y'w|—>C

Autrement dit, c’est la variable dont la seule valeur possible est C, qu’elle atteint avec la probabilité
PY=C)=1.

Définition : convergence presque siire.
On dit que la suite (X,,) converge presque sirement vers Y si

P( lim XnY) =1
n—-+oo

Autrement dit, il existe un ensemble Q' C  tel que

P(Q)=1
VweQ, X,(w) —— Y (w)

n—-+o0o

On note cela : (X,,) 25 V.

Remarque : la définition ne dit pas que, pour deux valeurs distinctes de w, la suite numérique (Xn (w))
converge vers Y (w) a la méme «vitessey. Considérons I’expérience suivante : « tirer Xy, Xo, -+, Xy, -
puis tirer Y.
1. Si on réalise une cette expérience une premiére fois, on sait que (en tout cas la probabilité est 1),
pour tout € > 0, par exemple pour € = 1072, il existe un rang n; & partir duquel | X — X,,| < 1072.
2. Si on recommence ’expérience une seconde fois, on sait aussi (la probabilité est 1) que, pour tout
¢ > 0, par exemple pour € = 1072, il existe un rang ny a partir duquel | X — X,,| < 1072,
Mais peut-étre que le ny du second tirage est trés différent du n; du premier tirage.

Définition : convergence en probabilité.
La suite (X,,) converge en probabilité vers Y si, pour tout € > 0,

P(| X, —Y|>e) ——0
n—+oo

ou, de maniére équivalente,
P(|Xn -Y| < 5) —1

n—-+oo
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prob
—_—

On note cela : (X,,) Y.
Définition : convergence Lo.
La suite (X,,) converge vers Y au sens Ly si E ((X,, —Y)?) —— 0

n—-+oo

Lo

On note cela : (X,) =Y.

Ces trois premiers type de convergence impliquent tous, d’'une fagon ou d’une autre, que quand on tire
les X,, et Y, les valeurs obtenue pour les X,, sont souvent proches de la valeur obtenue pour Y.

Un quatriéme type de convergence est & mettre & part.
Définition : convergence en distribution.
La suite X,, converge en distribution vers Y si, pour tout intervalle I de R,

P(X,e€l)—— P(Y €1)

n——+oo

Cela est équivalent a la méme propriété satisfaite pour tout intervalle I = [a,b] :

V[a,b] C R, P(X, € [a,b])) —— P(Y € [a,)])

n—-+oo
On note cela : (X,,) <y,

Remarque : contrairement aux autres types de convergence, celle-ci n’implique pas que X, soit proche
de Y quand n est grand. Elle veut simplement dire que la distribution de X,, peut étre approchée par
celle de Y.

Dans la pratique, savoir que (X,,) 4, ¥ a surtout Vintérét de simplifier des calculs : si la loi de X, est
compliquée & calculer, il devient intéressant de ’estimer par la loi de Y, du moins si cette derniére est
simple. Le théoréme central limite, vu plus loin, est un exemple trés utilisé de convergence en distribution.

2.2 Quelques exemples
Le premier exemple permet de passer en revue tous les types de convergence.
Exemple 1 : dans ce cours, on a souvent considéré une variable aléatoire X continue de densité f, qu’on

«approximaity par une variable aléatoire X,, (on notait X’) définie de la fagon suivante :

1. On se donne dx = %

2. L’ensemble des valeurs possibles de X,, est X,,(Q) = {kdz, k€ Z}
3. Les probabilités de ces valeurs possibles sont, pour tout xj = kdx :
T +oT
P(Xp=xy) = P(X€[wy, xp, + 0z]) = / f(z)dz >~ f(xg) ox

Tk

Imaginons qu’on commence par tirer X, puis qu’on déduise X,, en posant, :
X, =z ou k est 'unique valeur telle que xzp < X < xp + 0z

Dans ce cas, on a toujours | X,, — X| < dz, donc | X,, — X| < % Ainsi :

10
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1. (X,) 25 X car quelque soit les tirage de X et les valeurs de X,, définies n € N* par X,
g

) = X(@)] < - = Xa(w) ——— X(@)

n——+00

(il faut voir w comme le tirage particulier qu’on vient de faire).

prob

2. (X,,) — X car pour tout € > 0,

P(1X, - X|<e) —— 1

n—-+o0o

En effet, dés que n > %,

1

|1 X, —X|<=-<e¢

n

donc
P(IX, - X|<¢) =1
3. (Xn) L2, X.En effet, comme X, s’exprime comme une fonction ¢(X), on a
+oo 9
E((X,-X)%) = / (p(z) —2)” f(z)da

o(x) — x| < %, on déduit

+o0 +oo
B((X, - X2) < [ Sr@de= o [ pe)de= o

— 00 — 0o

D’ou E (X, — X)?) ——— 0.

n—-+oo

4. (X,) 4, X. Nous allons au moins le montrer dans le cas ol f est continue : considérons un
intervalle [a,b] C R et montrons que

P(X, € [a,b]) e P(X € [a,b])

b
Le terme de droite vaut / f(z)de.

a
Pour celui de gauche : fixons n € N*. Définissons
k1 tel que zp, 1 < a < xk, et ko tel que xp, < b < Xpyt1
Alors

P(X, €fab)) = P(Xy=ai,) + P(Xu=tp,21) +-F P(Xu=tr,) = P(X € [an,, v,i1])

P(X€[zky,2hy+1])  P(XE[Tiy+1,Tk,+2]) P(X€[Try,Tryt1])

Ainsi, comme a < xg, et b < Tp,41, On &
P(X, € la,b]) — P(X € [a,b]) = P(X € [b,xp,41]) — P(X € [a, 24,])

Donc

—P(X € [a,a+ 62]) < —P(X € [a,2y,]) < P(X, € [a,b]) — P(X € [a,b])
< P(X € [b,wp,11]) < P(X € [b,b+ 6z])

11
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On a un encadrement de P(X,, € [a,b]) — P(X € [a,b]) par deux termes.
Or chacun d’entre eux tend vers 0. Comme la densité f est continue sur [a, b+ 1], elle y est bornée.
Appelons M un majorant. On a par alors

b+dx
0<P(X€[b,b—|—5x])</ Mdx = Mézx
b
(car [b,b+ 0z] C [a,b+ 1]). Donc

M
0< P(X €[b,b+6z]) < — = P(X € [b,b+dz]) ——0
n n—-+00
De méme, on montre que

0< P(X €la,a+6z]) < M = P(X €la,a+dz]) ——0

n n—-+o0o

Cela montre que P (X, € [a,b]) — P(X € [a,b]) ——— 0.

n—-+o0o

Comme ceci est vrai pour tout intervalle [a,b] C R, on en déduit que (X,,) 4. x.

Il faut absolument connaitre I'exemple 2. Il apparait trés fréquemment dans la vie, que ce soit la vie
d’ingénieur ou la vie d’étudiant (c’est-a-dire en examen).

Exemple 2 : soient X1, Xo,---, X, - des variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées
(ii.d.), admettant une espérance et une variance. Notons

m=E(X,) et o*=Var(X,)

Définissons maintenant la variable

Xi+Xo+---+ X,
n

X, =

D’une part, on a
_ 1 1
E(X,)=-x (E(x1)+~-~+E(Xn)) =—Xnm=m
n n
D’autre part, comme les X; sont indépendantes, leurs variances s’ajoutent et

2

Var (X,,) = % X (Var(ajl) +'--+Var(Xn)) _ % % no? — %

1L (X,) 25m

En effet, comme E (Y,,) = m, on en déduit que

Donc

ce qui est la définition de (X,,) L2y,

12
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2. (X,) 22 m

1l nous faut montrer que, pour tout € > 0, P( |Yn — m| > 5) — 0.
n—-+oo

Pour cela, nous allons utiliser 'inégalité de Tchebychev : pour une variable X admettant une
espérance et une variance, on a

Var(X
< ar(X)

Ve > 0, P(|X—E(X)‘>€>\ 22

. - ’ . 2 .
Dans le cas de la variable X,,, dont 'espérance est m et la variance Z-, on obtient
’ n >’

. 0’2
ve>0, P([Xy-m|>e) <
ne

Ainsi, si on fixe £ > 0, on aura pour tout n € N*

0< P([Xn—m|>2) <2

2

— o
ce qui implique que P( |Xn — m‘ > 5) m 0, puisque oy m 0.

2.3 Relations entre ces types de convergence

Certains des modes de convergence sont plus forts que d’autres, c’est-a-dire qu’il y a des relations d’im-
plications. Celles-ci sont résumées dans le schéma suivant.

(X,) =Y
(X)) 2220y > (X,) Ly
(Xn) =2 Y

2.4 Théorémes de convergence

Les principaux théorémes de convergence concernent tous une situation déja vue ci-dessus :

1. On considére des variables Xq, X5, -+, X,,,--- qui ont toutes la méme distribution. On suppose
de plus qu’elles ont une espérance E(X;) = E(X3) = ---
X1+ + X,

2. On définit la moyenne X,, =
n

3. On étudie la convergence de la suite (X,,) vers la variable constante E(X7).

Théoréme : loi faible des grands nombres.
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

13
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C1 : Les variables X; admettent une variance.
C2 : Les variables X; sont non corrélées deux & deux, ce qui veut dire que

Vi,jeN? i£j, B ((Xi - B(X) (X, - E(Xj))) =0

Alors (X,,) brob, E(Xy).

Remarque : la condition C2 est toujours satisfaite si les X; sont indépendantes deux & deux. L’hypothése
est donc moins forte que 'indépendance de ces variables et la loi faible des grands nombres peut donc
étre invoquée dans dans cas ou les autres théorémes de convergence ne sont pas applicables.

Théoréme : loi forte des grands nombres.
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

C1 : Les variables |X;| admettent une espérance.

C2 : Les variables X; sont indépendantes deux & deux.
Alors (X,,) 22 EB(XY).

Remarque : la condition C1 est toujours satisfaite si les X; admettent une variance. L’hypothése est
donc moins forte que 'existence d’une variance et la loi forte des grands nombres peut donc étre invoquée
dans cas ou les autres théorémes de convergence ne sont pas applicables. De plus, sa conclusion est plus
forte.

Enfin, le théoréme central limite permet d’approcher la distribution de X,,.

Théoréme central limite

Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
C1 : Les variables X; admettent une variance, notée o2.
C2 : Les variables X; sont indépendantes deux & deux.

X, —E(X
X”i(l) et Z ~» N(0,1). On a alors :

o/vn

On peut définir Z,, =

(Zn) — Z
Remarques
2
1. On sait que E (X,,) = E(X1) et que Var (X,,) = % = %. On peut donc réécrire S,, sous
la forme : _ _
X, - E(X,)
ZTL =
o (Xn)
Ainsi,
B(Z) =~~~ (B(X) ~E(X.) ) =0 e Var(Zy)= 5 Var(X,) = 1
o (Xn) o2 (Xn)

Finalement, Z, est une version «normalisée» de X,,, c’est-ad-dire que c’est la variable X, trans-
formée par homothétie-translation de fagon & avoir une espérance nulle et une variance unité.
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2. Un aspect surprenant du théoréme central limite est que sa conclusion ne dépend pas de la distri-
bution des X;. Ceci explique que la loi normale apparaissent dans beaucoup de variables de la vie
réelle.

3. Ce théoréme est souvent utilisé quand on étudie la convergence en probabilité de (Yn) vers E(X7).
En effet, pour tout € > 0,

ev/n evn
o

\Y71—E(X1)|<e<:>—s<Yn—E(X1)<5<:>——<Zn<T

On a donc

P([%o By <) = P (-2 < 2, < /1)

Le théoréme permet d’approximer cette probabilité par

evm

(A <r <) () o) e [ ot

ev/n
o

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Cette probabilité tend bien
vers 1 quand n tend vers +oo, car les deux bornes tendent vers —oo et +o00.

De méme, on sait que P(—1.96<2<1.96) = ®(1.96)—®(—1.96) = 0.95, c’est une valeur particuliére
de la loi normale centrée réduite. Or

g - g
-196< 7, <19 <<= —1.96— < X,, — E(X1) < 1.96—
\/ﬁ ( 1) \/ﬁ

Ainsi, le théoréme centrale limite permet d’affirmer que

ag — g
PlE(X1)-196— < X,, < E(X 1.96— ) ~ 0.95
( (X1) Jn < <E(X1)+ \/ﬁ)

On obtient un «intervalle de prédiction» pour X,, & 95%, centré sur E(x;) et d’autant plus étroit
que n est grand.
Et dans la pratique, on pourra remplacer 1.96 par 2.

2.5 Exemples d’applications du théoréme central limite

Exemple 1 : loi binomiale
Soit p €]0, 1[. Considérons des variables de Bernoulli X;, X, -, indépendantes de paramétres p : pour
tout n € N, X, vaut 0 ou 1 avec

P(X,=1)=p et P(X,=0)=1-p

On a pour tout n € N*,
E(X,) =p et Var(X,,) = p(1 — p)

Définissons les variables aléatoires

Sn:Xl""""'Xn et ani

15



Mathématiques ING1-PROC
PROBABILITES CONTINUES EpriTA

On sait que S, suit une loi binomiale : S,, ~» B(n, p).
De plus, on peut appliquer le théoréme central limite & la suite (X,,) : on pose

yn_p - Sy —np

\/@ -~ V/np(1 - p)

Quand n est grand (dans la pratique, n > 30), on peut approcher P(Z,€|a,b]) par P(Z€a,b]) ou
Z ~» N(0,1) (voir figure 5).
Par exemple,

[p(1 — - [p(1 —
P(-1.96 < Z, < 1.96) ~ 0.95 = P (p— 1.96 M < X,<p+196 p(np)> ~ 0.95

Exemple 2
La ville de Venise s’enfonce peu & peu, & moins que ce soit le niveau de la mer qui monte. On suppose

que, chaque année, la baisse d’altitude de la ville exprimée en millimétres est 6 X telle que
1
E(0X)=1 ‘et Var(6X) = 9

On suppose de plus que les changements d’altitude sont indépendants d’une année a ’autre et sont

Z, =

identiquement distribués.
Déterminons un intervalle de prédiction & 95% de la baisse totale au bout de 100 ans.

1. Pour une année n, on définit § X,, comme la baisse de niveau cette année-1a. D’aprés les hypothéses,
les §.X,, sont i.i.d., d’espérance 1 et de variance é.

2. La baisse de niveau au bout de 100 ans est
S100 =0X1 +6Xo + -+ + X100

On sait que

1
E(S100) = 100 E(GX) =100 et Var(Sigo) = 100 Var(6X) = 20

fz(2)

AfZ (z)

FIGURE 5 — Théoréme central limite: convergence en distribution de (Z,) vers Z. En trait
bleu épais, la densité de Z. L’aire de la zone en rouge est la probabilité que Z € [a, b]. Les variables X;
suivent une loi de Bernoulli de paramétre p = 0.3. Pour une valeur n donnée, S,, = X; + - + X,, prend

Sp — 1
n TP prend des valeurs espacées de

np(1 — p) Vnp(1=p)’

. La probabilité de Z,, € [a,b] est l’aire située entre le segment [a, b]

les valeurs entiéres entre 1 et n. Donc Z,, =

n 1-—
Py rd=p)
I—p

sur "axe des abscisses et la courbe en escalier, en traits bleu fin. De gauche & droite : n = 2, n = 10 et
n = 40.

allant de —
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Définissons
S100 — E(S100) _ S100 — 100

0'(8100) o 10/3

ZIO(] =

D’aprés le théoréme central limite, comme (Z,) 4 Zou Z ~ N(0,1), on peut considérer que
P(~1.96<Z100<1.96) ~ P(—1.96<Z<1.96) = 0.95

Donc

S100 — 100
Pl-196< 2% 7 < 11.96) ~0.95
( w03 SF
Or S100 — 100 10 10
—1.96 < 210 T <1, 100 — 1.96 — < <100 + 1.96 —
96 1073 +1.96 <= 100 — 1.96 - < S100 + 2

Finalement, on obtient
P(S100 € [93.5; 106.5]) ~ 0.95

17



	Distribution à deux variables
	Cas général
	Densité jointe de deux variables aléatoires
	Interprétation intuitive d'une densité
	Densités déduites de la densité conjointe
	Variables indépendantes

	Suite de variables aléatoires
	Les différents types de convergence
	Quelques exemples
	Relations entre ces types de convergence
	Théorèmes de convergence
	Exemples d'applications du théorème central limite


