
Informatique Quantique – Cours 2

Nicolas Boutry1
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2 Lien entre la logique Booléenne et l’informatique quantique

3 Amplitude Amplification

4 Quantum Fourier Transform

5 Quantum phase estimation

Nicolas Boutry (EPITA) Informatique Quantique – Cours 2 2



Quantum arithmetic and logic

Outline

1 Quantum arithmetic and logic
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Quantum arithmetic and logic

Dans ce programme, comme le NOT est sur 0x4, on l’appliquera sur les couples
(|0〉, |4〉), (|1〉, |5〉), (|2〉, |6〉), ou (|3〉, |7〉). Cela à condition que les bits de contrôle a et b
soient à 1. Autrement dit, seuls les états 011 = |3〉 et 111 = |7〉 sont concernés. Ici,
comme ces deux états sont à 0, on ne voit rien se produire.
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Quantum arithmetic and logic

Là, grâce a HAD, on est en même temps dans les états 001 = |1〉 et 011 = |3〉 avant
l’application du NOT. Puis le NOT s’applique à (|3〉, |7〉), on active donc l’état |7〉 et on
désactive l’état |3〉.
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Quantum arithmetic and logic

En combinant de telles opérations, on peut arriver à faire des opérations d’addition
(incrémentation de 1, ou décrémentation de 1):

Notez que l’on à décrémenté après avoir incrémenté, c’est la notion de réversibilité
(vue au slide suivant). On aura eu besoin de 4 portes quantiques pour incrémenter de
1 !

Exercice : montrer que 0 devient bien 1, 1 devient bien 10, etc. par l’opérateur
increment.
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Quantum arithmetic and logic

L’idée est qu’à chaque opération, on appliquera tôt ou tard son opération inverse, pour
remettre le qubit dans son état initial. C’est la réversibilité.
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Quantum arithmetic and logic

Observons le déroulement sur la notation groupée :
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Quantum arithmetic and logic

On incrémente de 1 tous les états en même temps : l’état |1〉 devient donc l’état |2〉 et
l’état |5〉 devient l’état |6〉. Donc oui c’est beaucoup 4 portes pour une incrémentation,
mais on a parallélisé l’opération !
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Quantum arithmetic and logic

Attention, on va boucler lors des additions: lorsqu’on fait une addition de 12, |1〉 devient
|13〉 et |5〉 deviendra 17 = 1 donc |1〉 car 4 qubits. On parle d’overflow.
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Quantum arithmetic and logic

On a vu l’ajout à une variable d’une constante, comment ajoute-t-on deux qubits ?
Rappel : on n’a pas le droit de lire ni a ni b !
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Quantum arithmetic and logic

Solution : on va utiliser des portes quantiques qui vont les faire interagir sans qu’on ait
besoin de les lire:

Exercice : comprendre comment a = 1 plus b = 1 donnerait 10 (attention, il s’agit
d’une autre initialisation que celle décrite ci-dessus, regardez juste la zone a+ = b).
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Quantum arithmetic and logic

Rappel : il existe une notation appelée complément à 2, qui permet de représenter des
valeurs négatives. Si le qubit de poids fort est à 0, c’est comme d’habitude, par contre
quand il est à 1, on compte ainsi:

La somme en binaire de −a et de a fait 0, sauf pour la valeur négative minimale où l’on
met le qubit de poids fort à 1 et le reste à 0. On obtient donc cette forme de symétrie
dans le tableau.
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Quantum arithmetic and logic

Un façon équivalente de calculer l’opposé de a est d’inverser tous ses bits (penser aux
notations circulaires monobits), et d’ajouter 1 (reconnaissez le pattern d’incrémentation
ici):

En effet, 000 inversé donne 111 et additionné à 1 on obtient à nouveau 000, etc.
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Quantum arithmetic and logic

Voici un exemple de programme avec réversibilité : on prépare les données avec
certaines initialisations plus des HAD, on retire 3, on fait notre petit traitement (ici on
incrémente b si a est inférieur à 0, par interactions grâce à des portes quantiques,
sans lecture), puis on remet a dans son état initial pour l’aspect réversibilité.
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Quantum arithmetic and logic

Exercice: faites les étapes intermédiaires par écrit (la solution est au slide suivant).
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Quantum arithmetic and logic

Solution : prenons le cas a = |1〉 = 001 et b = |1〉 = 001. Alors on décrémente a de 3
pour obtenir a = |6〉 = 110, le bit de poids fort (donc de signe ici) est à 1, car en réalité
6 = −2, on ajoute donc 1 à b qui devient |2〉 = 010, puis on revient à l’état d’avant pour
a donc à |1〉 = 1 (vous pouvez vous imaginer vous déplacer sur la grille au fur et à
mesure des opérations).
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Quantum arithmetic and logic

Voici un nouvel exemple, avec un if then mais sur les phases. On garde toujours
autant que possible l’aspect réversible.
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Quantum arithmetic and logic

Les états initial et final seront donc :

Repensez au décalage sur la gauche puis sur la droite comme précédemment.
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Quantum arithmetic and logic

Question : comment calculer une valeur absolue, sachant que l’on a pas le droit de lire
le signe ?
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Quantum arithmetic and logic

On va rajouter des qubits temporaires qu’on appelle les scratch qubits:

Ils sont bien souvent indispensables, on cherchera tout de même à en utiliser le moins
possible ... L’astuce ici est donc que le scratch qubit passe a 1 si le bit de signe est a 1,
et alors il commandera (en tant que bit de contrôle donc) le changement de signe.
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Quantum arithmetic and logic

Autrement dit, attention ! On a intriqué le scratch qubit avec a par cette opération, ils
ne sont plus indépendants (observez le déroulement plus bas).
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Quantum arithmetic and logic

Attention on rappelle que l’inverse de −4 est −4 (ce sont les 2 exceptions avec le 0 en
codage en complément à 2). On observe aussi que a la fin du programme, les deux
variables (le scratch qubit et a) sont en effet intriqués ! (On ne peut plus retirer l’un
sans nuire à l’autre.)
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Quantum arithmetic and logic

Notion de décalcul ou uncomputation en Anglais, servant à désintriquer les qubits pour
pouvoir après coup les lire (donc les détruire) sans qu’ils n’interfèrent les uns avec les
autres :

Ici, on va donc calculer abs(a) (en utilisant/intriquant un scratch qubit), faire des
opérations avec abs(a) (ici on l’ajoute à b question d’en fait quelque chose ...), puis on
va restituer a et donc désintriquer le scratch qubit (revenu à l’état initial |0〉) et on
pourra lire a ou b tranquillement.
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Quantum arithmetic and logic

Même raisonnement pour faire b xor abs(a) :
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Quantum arithmetic and logic

Et ainsi de suite :

Observez combien la réversibilité est donc importante.
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Quantum arithmetic and logic

Déroulement du programme détaillé ci-dessus:

Le scratch est revenu à |0〉 et est donc désintriqué du reste.
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Lien entre la logique Booléenne et l’informatique quantique
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Lien entre la logique Booléenne et l’informatique quantique

Un exemple de programme avec ces portes quantiques :
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Lien entre la logique Booléenne et l’informatique quantique

La Toffoli permet de coder plusieurs portes logiques en une porte quantique :
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Lien entre la logique Booléenne et l’informatique quantique

Voici d’autres équivalences :
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Amplitude Amplification

Imaginons 3 variables A, B, C chacune sur 4 qubits donc avec 16 états; un seul état est
retourné pour chacune de ces variables, comment alors les différencier au moment de
la lecture ? (On a 1 chance sur 16 d’avoir chaque état pour chaque variable ...)
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Amplitude Amplification

Supposons l’opération flip-mirror décrite ci-dessous:

Observez que chaque procédure est symétrique.
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Amplitude Amplification

En appliquant le flip-mirror, on peut mettre en évidence les états dont la phase était
inversée :

L’amplitude des phases inversées étant amplifiée, on aura une distribution de
probabilité d’états différente au moment de la lecture, A, B, et C seront donc
différentiables.
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Amplitude Amplification

Supposons que l’on applique deux fois de suite cette opération quantique:

On a encore changé la distribution.
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Amplitude Amplification

Le regroupement flip-mirror s’appelle AA pour amplitude amplification.
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Amplitude Amplification

Voici un algo répétant autant de fois que nécessaire cette opération:

Notez que Grover correspond a l’opération mirror.
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Amplitude Amplification

En réalité, l’AA ne renforce pas exactement l’amplitude de la phase retournée,
observez ici :

Attention : toutes les phases peuvent être changées simultanément !
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Amplitude Amplification

L’AA est un phénomène pseudo-cyclique, il dessine une sinusoı̈de mais n’est pas
exactement périodique:

Rappel : la probabilité est l’amplitude au carré.
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Amplitude Amplification

On peut écrire sous forme de formule comment maximiser l’amplitude en fonction du
nombre de qubits :

Rappel : b . c désigne la partie entière inférieure.
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Amplitude Amplification

Si plus d’une phase est retournée, le changement d’amplitude va se passer
différemment. Imaginons que l’on retourne les phases de deux états ainsi:

Rappel : “albeit” = cependant.
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Amplitude Amplification
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Amplitude Amplification

Et maintenant si on a 3 phases retournées :
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Amplitude Amplification

Dans le cas où 4 phases sont retournées, observons l’évolution avec les applications
des AA’s :

C’est un cas “parfaitement cyclique” (cas particulier).
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Amplitude Amplification

En effet on obtient ces changements d’amplitudes:
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Amplitude Amplification

Dans le cas où 7 phases sont retournées :
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Amplitude Amplification

Cas encore plus étonnant: lorsque 8 phases sont retournées, on a préservation des
amplitudes !

Note : on a 8 phases retournées, mais comme c’est relatif, peu importe le groupe de 8
phases choisi. Par extension, si on a 3 phases retournées sur 16, c’est donc
équivalent à 13 phases retournées sur 16.
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Amplitude Amplification

Observons en effet le déroulement avec les applications le l’AA :
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Amplitude Amplification

Et voici la formule du nombre optimal d’AA à appliquer lorsque l’on a m phases
retournées et n qubits:
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Amplitude Amplification
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Quantum Fourier Transform

Ici on va attaquer une des méthodes les plus puissantes de l’informatique quantique, la
transformée de Fourier quantique ou QFT pour Quantum Fourier Transform qui servira
dans plein d’autres fonctions étudiées plus tard dans ce cours.

Au niveau amplitudes, les registres A, B et C sont indifférentiables, mais on observe
des phases différentes.
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Quantum Fourier Transform

Appliquons la QFT, on obtient alors :

Si on se fie à ce que l’on connaı̂t de la transformée de Fourier, ce sont peut-être les
amplitudes correspondant à des harmoniques particuliers qui ont été amplifiés ?
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Quantum Fourier Transform

On voit que l’on a 2 périodes décrites dans cette entrée au fur et à mesure que l’on
augmente dans les états (les états représentent en quelque sorte le “temps”), et c’est
l’état 2 qui est d’amplitude maximale.
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Quantum Fourier Transform

Regardons comment on a généré le signal :

On a imposé des décalages de 45, 90, et 135 degrés aux premier, deuxième et
troisième qubits dans notre registre, ce qui explique qu’il y ait un décalage de 45
degrés par état. On applique ensuite la QFT, étrangement compacte (on la détaillera
plus tard).

Nicolas Boutry (EPITA) Informatique Quantique – Cours 2 57



Quantum Fourier Transform

Notez dans le programme que l’on code les qubits selon leur numérotation
hexadécimale (cf. le 1, 2, 4, ...).
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Quantum Fourier Transform

Reprenons 4 signaux périodiques, donc a priori aisément différentiables par QFT:
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Quantum Fourier Transform

En appliquant la QFT, on obtient ceci:

Notez la symétrie au niveau des amplitudes.
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Quantum Fourier Transform

Supposons que l’on déphase de 180 degrés sur le deuxième qubit:
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Quantum Fourier Transform

Observons alors la transformée de Fourier discrète :
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Quantum Fourier Transform

On commence à gauche aux fréquences basses, puis jusqu’à la moitié du
spectrogramme on augmente, puis on passe aux fréquences négatives.
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Quantum Fourier Transform

Générons un signal, et observons :

La DFT décompose le signal en une somme de fréquences, quelque soit la complexité
du signal.
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Quantum Fourier Transform

Un autre exemple de signal, dit rectangulaire, et sa DFT:

Rappel : on a des HF à cause du manque de régularité de la fonction rectangle, même
si sa période laisserait penser que l’on a que des MF ou BF.
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Quantum Fourier Transform

Générons un signal avec un déphasage sur le 5ème qubit (sur 8) :
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Quantum Fourier Transform

On change la phase des “1” du 5ème bit pour obtenir cela en représentation intriquée :

Rappel mnémotechnique : on déphase sur le premier qubit implique que l’on ait 20

qubit à 0 pour commencer puis 20 à 1 puis on boucle, donc si l’on déphase le 5ème
qubit, on aura 24 qubits à 0, puis la même quantité à 1, puis on boucle.

Nicolas Boutry (EPITA) Informatique Quantique – Cours 2 67



Quantum Fourier Transform

La QFT est alors d’harmonique principal |8〉 et |248〉 sur 256 états.

Astuce : penser proportionnellement à la fréquence d’échantillonage (256) ou à la
fréquence max (128).
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Quantum Fourier Transform

Comme les amplitudes après QFT correspondent à des amplitudes d’harmoniques, on
peut les lire directement par READ à la nuance près que l’on lira des probabilités et
non des amplitudes.
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Quantum Fourier Transform

Complexités des FFT et QFT :

Quoi dire ? :)
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Quantum Fourier Transform
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Quantum Fourier Transform

Sans grand étonnement, la QFT inverse est représentée par ce circuit :
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Quantum Fourier Transform

Lorsque l’on écrira un programme où l’on utilisera la QFT inverse, on pensera donc
fréquence et non plus échantillons temporels :
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Quantum Fourier Transform

Autrement dit :
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Quantum Fourier Transform

Si l’on veut par exemple faire du traitement de signal, on aura donc possibilité
simplement de faire la QFT, traiter le signal au niveau spectral, puis revenir en temporel
via la QFT inverse :
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Quantum Fourier Transform

Ce qui donne le programme suivant :
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Quantum Fourier Transform

Imaginons que l’on travaille avec un plus grand nombre de qubits, il faut évidemment
tous les mettre en relation pour faire la décomposition fréquentielle, on obtient alors :

Notez le pattern qui se répète (en quelque sorte fractal).
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Quantum Fourier Transform

Remarquons aussi qu’à la fin de la QFT inverse, on aura un échange entre le premier
et le dernier qubit, entre le deuxième et l’avant dernier qubit, etc. On fait cela par
commodité pour que la représentation graphique de la QFT (inverse) soit plus simple.
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Quantum Fourier Transform

Remarquons un moyen super simple de créer le même signal que précédemment mais
avec beaucoup moins de lignes de code :
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Quantum Fourier Transform

On notera les sous-programmes a base de HAD et de PHASE (un par qubit) :
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Quantum Fourier Transform
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Quantum phase estimation

On va introduire la notion d’état propre:

On voit que la sortie est “proportionnelle” a la sortie (dans le sens mutipliée par un
complexe), on a donc au moins deux états propres pour HAD (en réalité on peut la
coder en matrice 2x2 donc elle a 2 états propres au plus).
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Quantum phase estimation

A un état propre, il correspond une phase propre

Attention, on ne parle pas de phase relative entre états, mais de phase absolue
(changement de phase de l’ensemble des états).
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Quantum phase estimation

Caractérisation d’un opérateur quantique par ses états/phases propres :
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Quantum phase estimation

On peut à l’aide de ce circuit calculer la phase absolue :

On rentrera une “output” initialisée à 0 (notez l’abus de langage), qui sera marquée par
le circuit (auquel on donne l’état propre) par la phase propre. L’état propre sortira intact
mais l’output sera valuée par ce qu’on espérait, d’où le nom.
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Quantum phase estimation

Prenons un exemple :

On dénote que l’état |0〉 ne peut être transformé en sortie qu’en un autre état (ou une
superposition d’états), codé de façon relative sur les 16 états possibles. Que
représente donc ce 8 ?

Solution : il correspond en fait justement à 180 degrés (on pense en relatif où 24 = 16
correspond à 360 degrés).
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Quantum phase estimation

Autrement dit :

Cela donne dans le cas de 3 qubits :

Note : il faut penser sens trigonométrique, ainsi 90 degrés et 270 degrés ne sont pas
équivalents.
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Quantum phase estimation
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