A Exercices

A.1 Polarisation

On a vu que 'on pouvait utiliser une notation complexe pour représenter le champ électrique associé
& une onde électromagnétique progressive :

E,(t) = Eoy cos(wt — ;) = Re [Ep, €% e 7™'] = Re [£, e~ ™"]
Ey(t) = Eoy cos(wt — §,) = Re [Ey, ety e = Re [£, e "]
Soient deux nombres, \ réel et y complexe, paramétrés par
A = cosf p=sinf e
Un polariseur (A, u) est constitué de trois éléments :

e Une premiére lame biréfringente qui déphase &, de —n en laissant &, inchangé soit

Eo—EN =6 et & EMN =€

e Un polariseur linéaire qui projette suivant ng selon

M @) = (le) cos 6 + 5?51) sin 9) g = (Ex cosf 4 &, sin 6 e_i") Mg

e Une seconde lame biréfringente qui laisse gl? inchangé et déphase 8752) de 7 soit

EP e =P ot EP g =£@ e

La combinaison des trois opérations est représentée par &€ — &£'.

1. Calculer les composantes &; et £, en fonction de &, et &,.

Solution : Les composantes de &, et &, sont données par
E =&, cos® 0+ &, sinf cosb e = |\*E + AL E,
5; = +&, sinf cosf e + &y sin? @ = A&y + |pf? &y
2. On décide de représenter les polarisations € et £ par des vecteurs, que 'on note |£) et |E'),
qui s’expriment dans la base orthogonale {|z), |y)} = {(:), (%)} selon
E) =Elx) +Eyly) et [E) = &) +Ely)

Déterminer la matrice P telle que |E') = P |E).

Solution : Cette opération s’écrit

EN_p (&) _(ab) (&) _(ak+bE _ (A& +ARE,
e) = "\g) \ed)\e, ) "\ +de, )~ \Xu&e + |ul?E,

donic {a,b, ¢, d} = {|A[2, NZ, A, |u]2}.
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A.2 Cryptographie

Alice envoie un bit 1 grace a un photon polarisé selon I et celui-ci est intercepté par Eve. Si

celle-ci utilise, par chance, la base de réception correcte, c’est-a-dire %, elle a alors 100% chance

de détecter de trouver la valeur (correcte) 1 envoyer par Alice. En revanche, si Eve utilise la base
de réception x, alors elle aura seulement 50% de chance de trouver cette valeur correcte. La
probabilité, notée P, pour Fve de mesurer la valeur correcte envoyée par Alice est donc

1 1\ 3
P—2(1+2)—4—75%

On suppose maintenant que la base de réception de Fve fait un angle ¢, au lieu de +45°, par
rapport a I'axe Ox.

1. Montrer que la probabilité P4 de succés pour Eve de mesurer le bit 1 est maintenant
1
Py = 1 (2 + cos(2¢) + sin(2¢))

Solution : Si Alice envoie un bit 1 avec une polarisation selon I alors il y a deux possibilité
de polarisation. Soit selon +90° soit selon —45°. Comme Fve a une base qui fait un angle ¢
avec I'axe Oz alors, par projection, la probabilité de faire une mesure correcte est cos? ¢. Si
Alice envoie une polarisation selon —45° alors cette probabilité devient cosz(% — ). On écrit

alors
Py, = % {cosz(qb) + cos? (g - @>}
- % {;[1 + cos(29)] + {COS(@) cos (%) + sin(¢) sin (Zﬂ 2}
= % {;[1 + cos(29)] + % [cos(¢) + 5111(425)]2}
— % (2 + c0s(2¢) + 2 cos(9) Sill(¢)>
Py = i (2 + cos(2¢) + bln(2@))

2. Montrer que pour un choix d’angle optimal ¢ = ¢g, que I'on déterminera, on obtient une
probabilité de succeés supérieur & 75% (il n’est pas nécessaire de faire un calcul).

Solution : On détermine un extremum par différentiation

P, 1
qu) =5 (cos(?d)) - 8111(2515)) =

ce qui se réalise si ¢ = ¢g = § donc

1 1
Pmafl: - P(s‘):1 =—(1 — | ~0.854
SF 2 ( " ﬂ)

3. Maintenant on suppose que Alice utilise une base d’émission qui fait un angle 6 avec Oz et
Eve utilise & nouveau les bases de réception {%), x }. Montrer que la probabilité pour Eve

de se tromper est alors

P= isin2 (20)
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Solution : Si Alice emploie une base {6, 60, } pour 'envoie d’un photon, Eve obtient le résultat
correct avec une probabilité de cos? pour un photon selon @ et une probabilité de sin’ pour
un photon selon @, . Pour ces deux la probabilité que Bob regoive la polarisation correcte est
donc cos? 0 et sin? 6 respectivement. La probabilité de succes pour Eve est donc

P= (1 + cos* 0 + sin* 0)

et donc la probabilité d’erreur est

— 1
P=1-P=sin’0 cos’d = 1 sin?(26)

~19 —



