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 CONVERGENCE ET ESTIMATION  

 

1) Introduction : Le problème central de l’estimation en statistique est le 

suivant : disposant d’observations sur un échantillon de taille n on 

souhaite en déduire les propriétés de la population dont il est issu.  

On cherchera à estimer, par exemple, la moyenne d’une population à 

partir de la moyenne d’un échantillon. Le mode de tirage le plus important 

est l’échantillonnage aléatoire simple correspondant à des tirages  

équiprobables et indépendants les uns des autres. 

L’une des premières qualités d’un estimateur est d’être convergent en 

probabilité vers le paramètre à estimer. Un échantillon de X   est une suite 

de variables aléatoires ),.....,,( 21 nXXX  indépendantes et de même loi que 

X . Un estimateur d’un paramètre   inconnu est une fonction

),...,,( 21 nXXXfT =  qui dépend de l’échantillon et donc T doit converger en 

probabilité vers le paramètre  . La précision d’un estimateur sera mesuré 

par sa variance. 

 

2) Rappels de la loi Gamma et la loi Normale 

On dit qu’une variable aléatoire positive X suit une loi gamma de paramètre 

r, notée r si sa densité est donnée par : 1)exp(
)(

1
)( −−


= rxx

r
xf  
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Propriétés de la fonction Gamma 
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Espérance de la loi r  : Soit X une variable aléatoire suivant la loi gamma 

de paramètre r 
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Loi Normale de paramètres ),( m  

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale notée ),( mN , si sa 

densité est ))(
2

1
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−=    où )(XEm =  et )(XV= (écart 

type) 

Avec le changement de variable 

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Moments de la loi normale centrée réduite 

Soit U une variable normale centrée réduite, on appelle moment d’ordre k 

de U : )( k

k UE=  

 Si 12 += pk  alors 012 =+p  ( car fonction impaire) 

  Si pk 2=  alors duuuduuu pp
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3) Fonctions caractéristiques 

         
 Définition : la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est 

la transformée de Fourier de sa loi de probabilité. elle est notée )(tX et  

On a ))(exp()( itXEtX =  i( complexe ) 

 

Si X est une variable à densité  ( X est une v.a continue de densité f) alors : 

 

     =
IR

X dxxfitxt )()exp()(  

 Si X est une variable discrète alors sa fonction caractéristique est : 

 

      ==
k

X kXPitkt )()exp()(  

 

Propriétés 

1) )()( tt XX  =      un scalaire 

2) )()exp()( titat XaX  =+     a  un scalaire 

3) Si X est une variable aléatoire d’espérance m et d’écart type   

Et 


mX
U

−
=  

)()exp()()(








titm
tt XUmX −==−  

            Remarque :la fonction caractéristique se prête bien aux additions de  

             Variables aléatoires indépendantes : 

             Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors  

                 )().()( ttt YXYX  =+  

   En effet    ))exp()(exp()))((exp()( itYitXEYXitEtYX =+=+       

   Or X et Y sont indépendantes ))(exp())(exp())exp()(exp( ityEitXEitYitXE =  
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  Donc )()()( ttt YXYX  =+
 

 

 

 

 

Proposition : Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition )(tX  

              On a 1)0( =X  et  )()0()0(
)( kkk

Xk

X

k

XEt
dt

d
== 


 

 Démo : supposons que X est une variable continue de densité f 

 

  On a  1)()0()()exp()( === 
IR

X

IR

X dxxfdxxfitxt   ( car f est une densité) 

   En dérivant )(tX  par rapport à t : =
IR

X dxxfitxxit )()exp()('  

   Si  t=0     )()()0(' XiEdxxxfi
IR

X ==   

  Si on dérive 2 fois ,  dxxfitxixt
IR

X )()exp()()( 2)2(

=  

   Pour t=0,   on a    −=−==
IRIR

X XEdxxfxdxxfxi )()()()()0( 2222)2(
  

  En dérivant k fois par rapport à t : dxxfitxixt
IR
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X )()exp()()(
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=  

               Donc      )()()()0(
)( kk
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kkk

X XEidxxfxi ==      INk  

              Formule de Mac-Laurin 

             Si )(tX est indéfiniment dérivable on a : 

              )(
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  Exemple1 : Soit X une variable aléatoire continue de densité : 

                   )exp()( xxf −=   si  0x     et   0)( =xf  sinon 

  Déterminer la fonction caractéristique de X 

 

  On a  
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               Car 0)exp()exp())1(exp( →−=−− itxxxit  lorsque +→x  

               Puisque )exp(itx  est bornée de module 1 et 0)exp( →−x  quand +→x  

              

            Exemple2 : Déterminer la fonction caractéristique de la loi de Bernoulli  

                                de paramètre p 

             Soit X une variable de Bernoulli :  

                     1=X  avec la probabilité p  et  0=X  avec la probabilité 1-p 

                X étant discrète, donc sa fonction caractéristique est : 

               
=

=+======
1

0

)1()exp()0()()exp()()exp()(
kk

X XPitXPkXPitkkXPitkt  

                 )exp()exp(1)( itpqitpptX +=+−=  avec pq −= 1  

4) Convergences des suites de variables aléatoires 

Une suite )( nX  de variables aléatoires étant une suite de fonctions il 

existe diverses façons de définir la convergence de )( nX  dont certaines 

jouent un grand rôle en statistiques. 

 

a) Convergence en probabilité 

Définition 

La suite )( nX converge en probabilité vers une variable aléatoire X 

Si 0,0    ( arbitrairement petits) il existe un entier 0n  tel que  

 − )(0 XXPnn n  

      C’est-à-dire 0)( ⎯⎯ →⎯−
+→nn XXP   

                        On notera XX P

n ⎯→⎯)(  

                        Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 

                                   
2

)(
))((




XV
XEXP −   0  

                             Remarque :  Lorsque aXE
nn ⎯⎯ →⎯

+→
)( , il suffit de montrer que  

                             0)( ⎯⎯ →⎯
+→nnXV  pour établir la convergence en probabilité de  

                              La suite )( nX  vers a. 
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                             En effet d’après Tchebychev : 0
)(

))((
2

→−


 n

nn

XV
XEXP  

                                  Donc en passant à la limite : 0)(lim =−
+→

aXP n
n

0  

 

b) Convergence en moyenne quadratique 

On suppose que )(
2

XXE n −  existe  

                         Définition 

                   On dit qu’une suite de variables aléatoires )( nX  converge en moyenne 

                     quadratique vers une variable X si  0)(
2

⎯⎯ →⎯−
+→nn XXE       

  on notera XX qm

n ⎯⎯→⎯ .)(  

 

c) Convergence en loi  

Définition 

La suite )( nX converge en loi vers la variable X de fonction de 

répartition F si en tout point de continuité de F la suite )( nF  des   

fonctions de répartition des )( nX converge vers F 

 C’est-à-dire   )()(lim xFxFn
n

=
+→

 pour tout x point de continuité de F 

On notera XX L

n ⎯→⎯)(  

 

Remarque : Pour les variables discrètes, la convergence en loi est 

équivalente à )()(lim kXPkXP n
n

===
+→

 

 

 Théorème :Si la suite des fonctions caractéristiques )(t
nX

converge vers )(tX  alors  XX L

n ⎯→⎯)(  

     

5) Applications 

Convergence en loi de la binomiale vers la loi Normale 

Théorème (Moivre-laplace) 

Soit )( nX une suite de variables binomiales ),( pnB  

 Alors )1,0(N
npq

npX Ln ⎯→⎯
−

 lorsque +→n  

                  Démonstration : la fonction caractéristique de la loi ),( pnB est : 
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                   n

X pitpt
n

)1)exp(()( −+=  donc celle de 
npq

npX
Y n

n

−
=  est : 

                    )exp()1)exp(()(
npq

itnp
p

npq

it
pt n

Yn

−
−+=  

                   
npq

itnp

npq

it
pnLntLn

nY −+−= )1)1)(exp(())((  

                  On rappelle le développement limité de l’exponentielle à l’ordre 2 

               
2

1)exp(
2x

xx ++   ( au voisinage de 0) 

                  
npq

itnp

npq

t

npq

it
pnLntLn

nY −+− )1)
2

(())((
2

  

                   On rappelle 
2

)1(
2x

xxLn −+  (au voisinage de 0) 

                 Donc 
npq

itnp

npq

tp

npq

pt

npq

pit
ntLn

nY −+− ]
22

[))((
222

  

                    
2

)1(
222

))((
2222 t

p
q

t

q

pt

q

t
tLn

nY −=−=+−  

                  En composant par l’exponentielle : 

                    )
2

exp()(
2t

t
nY −  fonction caractéristique de la loi normale N(0,1) 

        Conclusion :  )1,0(N
npq

npX Ln ⎯→⎯
−

 

         Remarque :lorsque n est assez grand on peut donc approximer la loi  

          Binomiale par la loi normale. On donne généralement comme  

          Condition np  et 5nq  

            Il convient cependant  d’effectuer la correction de continuité :  

          On obtient donc une valeur approchée de P(X=x) par la surface sous  

          La courbe de densité de la loi normale ),( npqnpN  comprise entre  

          Les droites d’abscisse 
2

1
−x  et 

2

1
+x  

            )2

1

2

1

()
2

1

2

1
()(

npq

npx

npq

npX

npq

npx

PxXxPxXP

−+


−



−−

=+−=  
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               Et     )2

1

()(
npq

npx

npq

npX
PxXP

−+


−

  

 

 

 

     Exemple : Soit X une variable binomiale B(n=40 ;p=0,3)  

     

      La valeur exacte pour )11( =XP  est 0,1319 

      La formule d’approximation :  

         

131,0)17,052,0()
4,8

12
2

1
11

4,8

12

4,8

12
2

1
11

()11( =−−=

−+


−



−−

= UP
X

PXP  

         Avec 12=np et 4,8=npq  

     Donc l’erreur est de moins de 1% 

 

     Convergence en loi de la loi de Poisson vers la loi normale 

     Théorème : Soit )( X une suite de variables de Poisson de paramètre    

      Alors si +→ , )1,0(N
X L⎯→⎯

−




 

       Démo : on rappelle la fonction caractéristique de la loi de Poisson : 

                      ))exp(exp()( 


−= ittX  

         On rappelle aussi  la formule )()exp()(








titm
t XmX −=−  

         Donc la fonction caractéristique de la variable 


 −X
 est : 

         ))exp(exp()exp()()exp()( 


















−−=−=−

t
i

ittit
t XX  

          En utilisant le développement limité à l’ordre 2 de la fonction expo 

            
 2

1)exp(
2titit

−+  

            Donc )
2

exp()
2

exp()(
22 ttitit

tX −=−−++−=− 













  

        On retrouve la fonction caractéristique de la loi normale centrée et  

         réduite.  

         Conclusion : )1,0(N
X L⎯→⎯

−




. 
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         Théorème (Central-limite) 

          Soit )( nX  une suite de variables aléatoires, indépendantes et de même  

          Loi d’espérance m et d’écart-type   alors : 

            )1,0(
.......21 N

n

nmXXX Ln ⎯→⎯
−+++


 

            Démonstration : 
=

−
=

−+++ n

i

in

n

mX

n

nmXXX

1

21 .......


 

             Posons 
=

−
=

n

i

i

n
n

mX
Y

1 
 

                0
)(

)( =
−

=
−

n

mXE

n

mX
E ii


   et  

nn
XV

nn

mX
V i

i 1
)(

1
)(

2

2

2
===

−






  

               La fonction caractéristique de 
=

−
=

n

i

i

n
n

mX
Y

1 
 est : 

              nn

n

mX

n

i n

mXY
n

o
n

t
ttt

iin
))

1
(

2
1())(()()(

2

2

1

+−=== −

=

−


  

                On rappelle que  )exp()1( x
n

x n →+   lorsque +→n  

                Car xn

x
n

n

x
n

n eee
n

x
==+

+ )1ln(

)1(  

              Donc  2

2

2
2

))
1

(
2

1()(

t

n

Y e
n

o
n

t
t

n

−

→+−=   lorsque +→n  

                Ce qui montre la convergence en loi vers la loi normale 
             

6) Estimateurs 
Définition : Soit ),.....,,( 21 nXXX  un échantillon de X c’est-à-dire une 

suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi que X 

 La statistique X  ou moyenne empirique de l’échantillon est


=

=
n

i

iX
n

X
1

1
 

 m
n

nm
XE

n
XE

n

i

i === 
=

)(
1

)(
1

  où )(XEm =  

                         0)(
1

)(
2

2

2

1
2

→=== 
= nn

n
XV

n
XV

n

i

i


   lorsque  +→n  

                        Donc d’après Tchebychev )(
1

1

XEmX
n

X P
n

i

i =⎯→⎯= 
=

 quand +→n  

                        C’est la loi des grands nombres. 
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                    X  est un exemple d’estimateur de la moyenne )(XEm =  

                         Définition On appelle variance empirique, la statistique : 

                                    2

1

2 )(
1

=

−=
n

i

i XX
n

S       

 

                          Proposition :      2

1

22 )(
1

=

−=
n

i

i XX
n

S  

                         Démo : )2(
1

)(
1 2

1

22

1

2 XXXX
n

XX
n

S i

n

i

i

n

i

i +−=−= 
==

 

                            
2

11

22

1

22 1
2

1
)2(

1
X

n

n
X

n
XX

n
XXXX

n
S

n

i

i

n

i

ii

n

i

i +−=+−= 
===

 

                            
2

1

222

1

22 )(
1

2
1

XX
n

XXX
n

S
n

i

i

n

i

i −=+−= 
==

 

                          Montrons que   22 ⎯→⎯PS  lorsque +→n  

                           D’après la loi des grands nombres, on a : 

                        )(
1

1

XEmX
n

X P
n

i

i =⎯→⎯= 
=

 quand +→n  

                              Et  )(
1 2

1

2
XEX

n

P
n

i

i ⎯→⎯
=

 quand +→n  

                            Donc )()()()(
1 2222

1

22 XVXEXEXX
n

S P
n

i

i ==−⎯→⎯−= 
=

  

                               
2S  est un estimateur de la variance . 

 

                      Définition : On considère une population X, distribuée suivant une  

                      Loi de probabilité qui dépend d’un paramètre   inconnu. 

                     On prélève un échantillon ),.....,,( 21 nXXX  de X, on appelle estimateur  

                      de  , toute variable aléatoire nT  fonction de l’échantillon : 

                            ),....,,( 21 nn XXXfT =  

                           On appelle biais de l’estimateur la quantité −= )()( nn TETb  
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                           On dit que l’estimateur est sans biais si == )(0)( nn TETb  

                           Comme exemple X est un estimateur sans biais de )(XEm =  

                           Puisque mXE =)(  

                     

                     Définition : On dit qu’une suite )( nT  d’estimateurs de   est  

                      asymptotiquement sans biais si =
+→

)(lim nTE
n

 

                        On appelle risque quadratique de nT  ou erreur quadratique : 

                      ))(()( 2−= nn TETR  

                         Proposition :  le risque quadratique est 2))(()()( −+= nnn TETVTR  

                         Démonstration : 

                      22 ))()(()(  −+−=− nnnn TETETT  

                           

)))((()))())((((2)))((())(( 222  −+−−+−=− nnnnnnn TEETETETETETETE  

                         
22 ))(())()()()((2)())((  −+−−+=− nnnnnn TETETETETVTE    

                        Donc 2))(()()( −+= nnn TETVTR  

                         Remarque : Si l’estimateur est sans biais 0)()( =−= nn TETb  

                          Alors )()( nn TVTR =  

                          Donc si on a deux estimateurs sans biais du paramètre   

                           Le plus précis est celui de variance minimale. 

                      Définition : On dit que l’estimateur nT  est convergent si cet  

                       Estimateur converge en probabilité vers le paramètre  . 

                            on écrira ⎯→⎯P

nT   lorsque +→n  

                            Définition : On appelle vraisemblance de   , la densité de  

                         L’échantillon ),.....,,( 21 nXXX  : 
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                                         )(),,.....,,(
1

21 i

n

i

in xXPxxxL ==
=

   (dans le cas discret) 

                                    
=

=
n

i

in xfxxxL
1

21 )(),,.....,,(   (dans le cas continu) 

              Exemple : On considère un échantillon ),.....,,( 21 nXXX  d’une variable  

              de Poisson de paramètre    ( inconnu)    

             la vraisemblance de cet échantillon est : )(),,.....,,(
1

21 i

n

i

in xXPxxxL ==
=

  

              




=

=


−

=−=
=

n

i

i

x

i

xn

i

n

x

n

x
xxxL

n

i

i

i

1

1

21

!

)exp(

!
)exp(),,.....,,(

1
  

             Définition : On appelle quantité d’information de Fisher )(nI  apportée par 

           Un échantillon sur le paramètre   la quantité positive : ))
ln

(()( 2







=

L
EI n  

             Proposition :   

                     )
ln

()(
2

2







−=

L
EI n                  

             Démo : L étant une densité :   =
nIR

dxxL 1),(      

             En dérivant par rapport à   :  =




nIR

dx
xL

0
),(




    (1) 

               en remarquant que 
),(

),(
),(ln










xL

x
L

xL 



=



 

(1)  donne  =




nIR

dxxL
xL

0),(
),(ln





 

ce qui prouve que la variable aléatoire 






 ),(ln xL
 est centrée et que  

)
ln

()(






=

L
VI n  

Dérivons une deuxième fois par rapport à   : 
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                        =







+





n nIR IR

dx
xLxL

dxxL
xL

0
),(),(ln

),(
),(ln

2

2













 

                       

                        =



+





n nIR IR

dxxL
xL

dxxL
xL

0),()
),(ln

(),(
),(ln 2

2

2










 

                  Donc 

)
),(ln

(),(
),(ln

),()
),(ln

())
ln

(()(
2

2

2

2
22





















−=




−=




=




=  

xL
EdxxL

xL
dxxL

xLL
EI

n nIR IR

n  

           Inégalité de FRECHET-DARMOIS-CRAMER-RAO(FDCR)  

        On a pour tout estimateur T sans biais de   :  
)(

1
)(

nI
TV   

         L’estimateur T sera qualifié d’efficace si la borne inférieure est atteinte 

       C’est-à-dire 
)(

1
)(

nI
TV =  

         Méthode du maximum de vraisemblance 

        Cette méthode consiste, étant donnée un échantillon de valeurs nxxx ,....,, 21  

          à prendre comme estimation de   la valeur de   qui rend maximale la vrai- 

         semblance  ),,.....,,( 21 nxxxL . 

          En fait, on prend comme estimation de   la solution de l’équation de  

        la vraisemblance : 0
ln

=






L
 


