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Analyse Statistique (ASE2) - EPITA ING2

CONVERGENCE ET ESTIMATION

Introduction : Le probleme central de I'estimation en statistique est le
suivant : disposant d’observations sur un échantillon de taille n on
souhaite en déduire les propriétés de la population dont il est issu.

On cherchera a estimer, par exemple, la moyenne d’une population a
partir de la moyenne d’un échantillon. Le mode de tirage le plus important
est I’échantillonnage aléatoire simple correspondant a des tirages
équiprobables et indépendants les uns des autres.

L'une des premieres qualités d’un estimateur est d’étre convergent en
probabilité vers le parametre a estimer. Un échantillon de X est une suite
de variables aléatoires (X,,X,,....., X,) indépendantes et de méme loi que
X. Un estimateur d’un paramétre @ inconnu est une fonction
T = (X, X,,.., X)) qui dépend de I’échantillon et donc T doit converger en
probabilité vers le parametre 6. La précision d’un estimateur sera mesuré
par sa variance.

Rappels de la loi Gamma et la loi Normale
On dit qu’une variable aléatoire positive X suit une loi gamma de paramétre

r, notée y, si sa densité est donnée par : f(x) = %exp(—x)x”
r

Avec T(x) = [exp(-t)t*dt (fonction Gamma) définie pour x>0
0

Propriétés de la fonction Gamma

(1) T(x+1) = xr°(x) ( intégration par partie)

(2)ro=1
(3)r(n+1)=n

1, 135..(k-1) 1
(@) Tk ) =222y

() 1) ==

Espérance de la loi y, : Soit X une variable aléatoire suivant la loi gamma
de paramétre r
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LR e LR T(r+D)
Ona E(X)_F(r) b[texp( t)t dt_r(r) !t exp(—t)dt = o
Variance de la loi y, : V(X)=E(X?*)-E*(X)
2 _i+w2 . r-1 _iﬂo r+1 . _F(r+2)_
E(X )_F(r) !t exp(-t)t dt_r(r) .([t exp(~t)dt = =r(r +1)

Donc V(X)=r(r+1)—-r°=r

Loi Normale de parameétres(m,o)

On dit gu’une variable aléatoire X suit la loi normale notée N(m,o), Si sa
1 x—m

densité est f(x)= ex (——( )2) ol m=E(X) et o=,V(X) (écart
0'\/_ o
type)
Avec le changement de variable U = Xom ( variable normale centrée
(o}

réduite), la densité de U est f(u) =%exp(—%u2)

Montrons que V(U) =1

. 2 _+OO 1 2 1 2 . 2 7 2 1 2
Ona V(U)=EU )_LEU exp(-2 U )du_Elu exp(—2u*)du

2
Posons t = u? , dt =udu

dt 2

72'

I'(0)=

r\)loo

V()= j 2t exp( t) th exp(~t)dt =

m\w
SIS
N |-

)
r\)\l/l—‘

Donc V (U) =%\/;=1
VA

Moments de la loi normale centrée réduite

Soit U une variable normale centrée réduite, on appelle moment d’ordre k
deU: 4 =EUY)

Si k=2p+1alors u,,,, =0 (car fonction impaire)

+00

% ju“’ eXp(—%uz)du =% qup eXp(_?luz)du
T, 72
2

Posons t = u? dt =udu

Si k=2p alors y,, =



= rj@t)f’exp( -2 th *op(-)dt = 2 (p-+)

Or I'(p +E) _135..(2p=1) (= ) r(l) -
2 2P 2
Donc u,, =1.35....2p-1) = (2 pgl

3) Fonctions caractéristiques

Définition : la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est
la transformée de Fourier de sa loi de probabilite. elle est notée ¢, (t) et

On a ¢, (t) = E(exp(itX)) (icomplexe)

Si X est une variable a densité ( X est une v.a continue de densité f) alors :

2 (1) = [exp(it) f ()l

Si X est une variable discrete alors sa fonction caractéristique est :

oy (1) = > exp(itk)P(X = k)

Propriétés
1) ¢, () =9, (t) VA unscalaire
2) .. () =exp(ita)p, (t) Va un scalaire
3) Si X est une variable aléatoire d’espérance m et d’écart type o
X-m
o

EtU =

Prn =0, (1) = exp(—“—m> x(—)

o

Remargue :la fonction caractéristique se préte bien aux additions de
Variables aléatoires indépendantes :
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors

Py (1) = 0y (D)2, (1)

En effet ¢, ., (t) = E(@p(it(X +Y))) = E(exp(itX) exp(itY))
Or X et Y sont indépendantes E(exp(itX)exp(itY)) = E(exp(itX))E (exp(ity))



Donc ¢, (t) = o (e, (1)

Proposition : Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition ¢, (t)

k
Ona ¢, (0)=1et dd%m) =0, (0) =t"E(X ")

Démo : supposons que X est une variable continue de densité f

Ona ¢,(t)= j exp(itx) f (X)dx = g, (0) = j f(x)dx =1 ( car f est une densité)

IR

En dérivant ¢, (t) par rapportat: ¢, (t) =i j xexp(itx) f (x)dx

Si t=0 ¢, (0)= ijxf(x)dx =iE(X) "

Si on dérive 2 fois ,IR 0.2 (t) = j (ix)? exp(itx) f (x)dx

Pourt=0, ona ¢,?(0)= (i)ZIij2 f (x)dx = —sz f(x)dx = —E(X ?)

En dérivant k fois par rapportat: ¢,“(t) = j (ix)* exp(itx) f (x)dx
IR
Donc  ¢,%(0) :(ik)jxk f(x)dx =i“E(X*) VkelN

Formule de Mac-Laurin

Si ¢, (t) est indéfiniment dérivable on a :

+ootk k

ORITEC =§%ikE(xk)

k=0

Exemplel : Soit X une variable aléatoire continue de densité :
f(x)=exp(-—x) si x>0 et f(x)=0 sinon
Déterminer la fonction caractéristique de X

On a g, (1) = [exp(itx) f (x)ax :Texp(itx) exp(—x)dx = Texp(—(l— it)x)dx

T [—ep-a-inn ] 1
(px(t)—.([exp( @ |t)x)dx_{ T L =

4



Car exp(—(1-it)x) = exp(—x) exp(itx) - 0 lorsque x — +o

Puisque exp(itx) est bornée de module 1 et exp(-x) — 0 quand x — +o0

Exemple2 : Déterminer la fonction caractéristique de la loi de Bernoulli
de paramétre p
Soit X une variable de Bernoulli :
X =1 avec la probabilité p et X =0 avec la probabilité 1-p

X etant discrete, donc sa fonction caractéristique est :
1
oy (1) =D exp(itk)P(X =k) = Y exp(itk)P(X =k) = P(X =0) +exp(it)P(X =1)
k k=0

ox (t) =1-p+ pexp(it) =g+ pexp(it) avec q=1-p
4) Convergences des suites de variables aléatoires
Une suite (X,) de variables aléatoires étant une suite de fonctions il

existe diverses fagcons de définir la convergence de (X,) dont certaines
jouent un grand role en statistiques.

a) Convergence en probabilité
Définition
La suite (X,) converge en probabilité vers une variable aléatoire X
Si Ve >0,7>0 (arbitrairement petits) il existe un entier n, tel que
vn>n, = P(X, - X|>¢&)<n
C’est-a-dire P(X, - X|>&)——0

On notera (X,)—— X

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

P(X —E(X)|> &) < LX) veso

2
&

Remarque : Lorsque E(X,)————a, il suffit de montrer que

V(X,)——==—0 pour établir la convergence en probabilité de

La suite (X,) vers a.



V(X,)

En effet d’apres Tchebychev : P(X, —E(X,)|> &) <—5
1

—0

Donc en passant a la limite : |jm P(X, -a/>¢&)=0Ve>0

N—+o00

b) Convergence en moyenne quadratique
On suppose que E(X, - X|") existe

Définition
On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,) converge en moyenne

quadratique vers une variable X si E(X, - X|*)——=——0

n—+o0

on notera (X,)—=% X

c) Convergence en loi
Définition
La suite (X,)converge en loi vers la variable X de fonction de
répartition F si en tout point de continuité de F la suite(F,) des
fonctions de répartition des (X,) converge vers F
C’est-a-dire  |jm F.(x) = F(x) pour tout X point de continuite de F

nN—+o0

On notera (X,)—— X

Remarque : Pour les variables discrétes, la convergence en loi est
equivalente a |jm P(X, =k) =P(X =k)

N—+c0

Theoreme :Si la suite des fonctions caractéristiques oy (t)
converge Vvers o, (t) alors (X,)—— X

5) Applications
Convergence en loi de la binomiale vers la loi Normale
Théoreme (Moivre-laplace)
Soit (X,) une suite de variables binomiales B(n, p)

X\;__np —55N(0,) lorsque n— +x
npq

Démonstration : la fonction caractéristique de la loi B(n, p) est :

Alors




X,—nhp

vhpq

est :

oy (1) = (pexp(it) +1- p)" donc celle de v, =

itnp

oy, (1) = (IOEXD(\/T)H p)" exp(m

)

Ln(p, (1)) = nLn(p(exp( J_) “1)+1)- J“n%

On rappelle le développement limité de 1’exponentielle a 1’ordre 2

2
exp(x) =1+ x+X7 (‘au voisinage de 0)

t? itnp

Ln(g, () = ”L”(p(ﬁ - 2npq) . _ﬁ

2
On rappelle Ln(1+x) ~ x—X7 (au voisinage de 0)

plt pt? pzt2 itnp
Donc Ln(e, (t)) ~n[ ]-
Yn /np ~2npg 2npq /npq
t>  pt®  t? t?
Ln(p, @) ¥ ——+ > =2 (p-1)=——
(o (1)) 2q+ 2 2q(IO ) >

En composant par I’exponentielle :

2
o, ()= exp(—%) fonction caractéristique de la loi normale N(0,1)

. X —
Conclusion: =" nID—L>N(0,1)

Jnpg
Remargue :lorsque n est assez grand on peut donc approximer la loi
Binomiale par la loi normale. On donne généralement comme
Condition np et nq>5
Il convient cependant d’effectuer la correction de continuité :
On obtient donc une valeur approchée de P(X=x) par la surface sous
La courbe de densité de la loi normale N(np,\/@) comprise entre

. ) 1 1
Les droites d’abscisse x — > et X+E

1
-N X+—-—nN
2 P X np 2 P

Joog g g

P(X=x)= P(x—%< X <x+%):P(



X+ion
an 5, P

Jopg "~ Joeg

Et P(X <x)~P(

Exemple : Soit X une variable binomiale B(n=40 ;p=0,3)

La valeur exacte pour P(X =11) est 0,1319
La formule d’approximation :
1 1

N---12 L, 1+ -12

< <
Avec np=12et npq=84
Donc I’erreur est de moins de 1%

P(X =11) ~ P( )= P(-0,52 <U <-0,17) = 0,131

Convergence en loi de la loi de Poisson vers la loi normale
Théoreme : Soit (X ,)une suite de variables de Poisson de paramétre 1

A

i X, -1
Alors si 1 — +o, —L5N(0,0)
i (

Démo : on rappelle la fonction caractéristique de la loi de Poisson :
x, (1) =exp(Aexp(it) — 1)

On rappelle aussi la formule ¢, _, (t) = exp(—lt—m) X( —)

o

P . X, -1
Donc la fonction caractéristique de la variable j/z est:

itA

(px\bz (t) = exp(— \/—)gﬂx \/—) =exp(— \/— \/z

En utilisant le développement limité a I’ordre 2 de la fonction expo
it t

It
exp(ﬁ) zl+ﬁ—ﬂ

B2 exp(2exp(i—=) ~ 2)

itA it t°
Donc ¢, _,(t) =exp(-——=+A+—=-—-1)= XID(——)
o NN
On retrouve la fonction caractéristique de la loi normale centree et

réduite.

X, -1
Conclusion : —
Ja



Théoréme (Central-limite)
Soit (X,) une suite de variables aléatoires, indépendantes et de méme

Loi d’espérance m et d’écart-type o alors :
X+ X+ + X, —nm

L 5 N(O,
o NOD

, ] X, +
Démonstration : —

nox. —
Posons Y, =Y 21
izt o«Nn
X, -m_ E(X,)-m X.-m 1 o’ 1
E(— =—— =0 et V(- =—V(X)=—5==
(G\/ﬁ) Gx/ﬁ (o-\/ﬁ) O'zn(l) no® n
: A "X, -
La fonction caractéristique de Y, =) — T est:
5 ovn
: n t2 1 n
2, O =] Jox,n )=y ()" = (-2 +0(3)
i=L  5¥n avn n n

On rappelle que (1+§)n — exp(x) lorsque N — +oo

X

X
~e"=¢"

n In(1+5)
n

Car (1+§)n =e

2 t
Donc ¢, (t)=(1—;—n+o(i2))n —e 2 lorsque n — +w
" n

Ce qui montre la convergence en loi vers la loi normale

6) Estimateurs

Définition : Soit (X, X,,...., X,) un échantillon de X c¢’est-a-dire une
suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X

La statistique X ou moyenne empirique de 1’échantillon est
J— 1 n
X==Y"X
n; '
ZE(xi)z?:m ol m = E(X)

2 2
o

=— —0 lorsque n— +o0
n

V)= YV (x) ="

Donc d’aprés Tchebychev X = %Z X, ——m=E(X) quand n — +w

i=1

C’est la loi des grands nombres.



X est un exemple d’estimateur de la moyenne m = E(X)

Définition On appelle variance empirique, la statistique :

52 :12(xi — X)?
[ ey

Proposition:  S° :12 X.> = (X)?

Démo : S° :%Z(xi _X)? :%Z(xf C2X X+ X0
i=1 i=1

st =1y (X -2ax X+ X ) =13 X2 2X I3 x, + X
Nz N Nz n

st =1y Xzt X =Ly X - (%)
Nz

I
i=1
Montrons que S*——o? lorsque n — +w

D’apres la loi des grands nombres, on a :

X ==X, —>m=E(X) quand n— +w
i=1

Et %ZXiZ—P>E(X2) quand n — +w
i=1
Donc §° =13 X, - (X)* —>E(X*) - E*(X) =" =V(X)
i=1

S? est un estimateur de la variance .

Définition : On considere une population X, distribuée suivant une
Loi de probabilité qui dépend d’un paramétre 6 inconnu.

On préléve un échantillon (X,, X,,...., X,) de X, on appelle estimateur
de 4, toute variable aléatoire T, fonction de 1’échantillon :
T =f(X, Xy X))

On appelle biais de 1’estimateur la quantité b(T,) = E(T,) -6

10



On dit que Destimateur est sans biais si b(T,)=0< E(T,) =6

Comme exemple X est un estimateur sans biais de m = E(X)

Puisque E(X)=m

Définition : On dit qu’une suite (T,) d’estimateurs de & est

asymptotiquement sans biais si lim E(T, )=¢

n—+0

On appelle risque quadratique de T, ou erreur quadratique :

R(T,) = E((T, - 6)")

Proposition : le risque quadratique est R(T,) =V (T,) + (E(T,) - 6)°
Démonstration :

(Tn _0)2 = (Tn - E(Tn)+ E(Tn)_g)2

E((T, -0)*) = E(T, - E(T,))*) + 2E((T, - E(T,)(E(T,) - 6)) + E(E(T,) - 0)°)
E((T, -0)*) =V (T,)+2(E(T,) - O)(E(T,) - E(T,)) + (E(T,) - 0)°
Donc R(T,) =V (T,) + (E(T,) - 6)*
Remarque : Si I’estimateur est sans biais b(T,)=E(T,)-6=0
Alors R(T,)=V(T,)

Donc si on a deux estimateurs sans biais du parametre
Le plus précis est celui de variance minimale.

Définition : On dit que I’estimateur T, est convergent si cet
Estimateur converge en probabilité vers le paramétre 6.

on écrira T,——¢ lorsque n — +wo

Définition : On appelle vraisemblance de 6 , la densité de

L’échantillon (X,, X,,...., X)) :

11



i=1
Exemple : On considere un échantillon (X,, X,,...., X,) d’une variable

de Poisson de paramétre 6 ( inconnu)

n

; 2
0" exp(-no)o-
X

! [Tx!

i=1

Définition : On appelle quantité d’information de Fisher |, (6) apportée par

o ‘ o oL
Un échantillon sur le paramétre @ la quantité positive : 1, (0) = E((—ane )?)
Proposition :
%L
| (0)=-E
.(0) ( pyE )

Démo : L étant une densiteé : jL(x,e)dx =1
IR"

- R oL(x, 60
En dérivant par rapport a 6 : j de =0 (1
IR"
oL
en remarquant que anL(x0) _ ﬁ(x,f))
quantd 20 L(x.0)
oln L(x,6)
(1) donne j ——L(x,6)dx=0
IR"
i : , .. 0hL(x,0 .
ce qui prouve que la variable aléatoire % est centrée et que
oinL
1.(0)=V(——
2 (0) =V ( v )

Dérivons une deuxieme fois par rapport a @ :

12



I 0’ InL(x,0) L(x )+ | oI L(x,0) oL(x,0)
’ ’ a 00 06

dx=0

IR"

IML( X, 0)dx I(M)ZL(X,Q)dx:o
Donc
L@ =EC0y) = [ EEDye gy g | L)

L(x,0)dx = E(a Ina;gx 9))

Inégalité de FRECHET-DARMOIS-CRAMER-RAO(EDCR)

IR"

On a pour tout estimateur T sans biais de 6 : V(T)2

1,0

L’estimateur T sera qualifi¢ d’efficace si la borne inférieure est atteinte

1
‘est-a-dire V(T) = ——
C’est-a-dire V(T) )

Meéthode du maximum de vraisemblance

Cette méthode consiste, étant donnée un échantillon de valeurs x;,x,,...., X,

a prendre comme estimation de ¢ la valeur de 6 qui rend maximale la vrai-
semblance L(X,X,,...... X,,6).

1 N

En fait, on prend comme estimation de 6 la solution de 1’équation de

) olnL
la vraisemblance ; —— =0

00
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