Produit Contrainte lignes/colonnes

A X B = C
(nxp)  (pxk) (nxk)

Nombre de colonnes de la premiére matrice égal au nombre
de lignes de la seconde

AB # BA,
I,A=AIL =A

(A +B)C =AC+BC
A(BC) = (AB)C

On peut aussi calculer aA : tous les coefficients de A sont
multipliés par le réel a.

Inverse si A et B sont carrées de taille n, alors
AB=1, = BA=1,

Transposition échange des lignes et des colonnes d’une
matrice ; on note A’ la transposée de A.

(A)) = A,
(A+B)=A"+B,

(aA) = aA/,
(AB) =B'A’

Une matrice carrée telle que A’ = A est dite symétrique.
Trace latrace d’une matrice carrée est la somme des termes
de sa diagonale

Tr(aA) = aTr(A),
Tr(AB) = Tr(BA),

Tr(A +B) = Tr(A) + Tr(B),

Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) # Tr(CBA)

Tableau de données

On note :vf la valeur de la variable x7 pour le i° individu.

X = (x!,...,xP) est une matrice rectangulaire & n lignes et
p colonnes.
rool 2 P A
roJ Ty I oI
1 xs a2
b 2 T3
Xy
X] = 5 X_ = j
Ty
J
€ 1
L “n J P
L 'In x’ﬂ .

Un individu est représenté par

e =axl,...,xl, ... 2P

La matrice des poids

Définition on associe aux individus un poids p; tel que
pLte =1

que l'on représente par la matrice diagonale de taille n

P 0

0 Dn

On note B = A™! (inverse de A)

Symétrie La matrice Dy est diagonale et donc symétrique :
D}, = Dy.

Cas uniforme tous les individus ont le méme poids p; =
1/n et Dy = 11,.

Point moyen et tableau centré

Point moyen c’est le vecteur g des moyennes arithmétiques
de chaque variable :

n
g =(z',...,7") = Zpieg.
=1

On peut écrire sous forme matricielle
g = X'Dpl,.

Tableau centré il est obtenu en centrant les variables au-
tour de leur moyenne

y! =2l — 7, Ccest-a-dire y =x) -2’1,
ou, en notation matricielle,

Y=X-1,¢ =1, -1,1,D,)X

Matrice de variance-covariance

Définition c’est une matrice carrée de dimension p

2

01 g12 rt Olp
021
V = ,
2
Op1 O'p

ol gy est la covariance des variables x7 et x‘ et o7 est la
variance de la variable x/

Symétrie Comme oy = 0y, la matrice V est symétrique :
V' =V.

Formule matricielle

V =X'D,X —gg' =Y'D,Y.

Matrice de corrélation

Définition Si l'on note 7, = 0j4/0j04, c’est la matrice
pXxXp

1 12 e Tip
T21 1
R= ,
Tp1 1

Symétrie Comme 7, = ry;, la matrice R est symétrique :
R’ =R.

Formule matricielle R =D.,, VD, ou

L 0
o1

D/, =
0 -
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Les données centrées réduites

Définition c’est le tableau Z contenant les données

J _ 7 J

i Y; Tr; — T NP A
zl =2t =2 C(est-a-dire z/ ="—
0j 0j 0j

qui se calcule matriciellement comme Z = YDy,

Pourquoi réduites ?
— pour que les distances soient indépendantes des unités
de mesure,
— pour ne pas privilégier les variables dispersées.

Covariances comme z/ = {7 = 0, les covariances des z’
sont des corrélations :

LS~ e ko
szz 2 = %;pi% y; = cor(x”,x").

COVZ Z

La matrice de variance-covariance des variables centrées-
réduites est donc la matrice de corrélation R.

Partie lll. Données : vision

géométrique
L’analyse de composantes principales (ACP)__

Contexte chaque individu est considéré comme un point
d’un espace vectoriel F' de dimension p. Ses coordonnées
dans F sont

(x%,m?,...,xf).

L’ensemble des individus est un nuage de points dans F
et g est son centre de gravité.

Principe on cherche a réduire le nombre p de variables
tout en préservant au maximum la structure du probleme.

Pour cela on projette le nuage de points sur un
sous-espace de dimension inférieure.

Distance entre individus

Motivation afin de pouvoir considérer la structure du
nuage des individus, il faut définir une distance, qui induira
une géométrie.

Distance euclidienne classique la distance la plus simple
entre deux points de R? est définie par

p
Z = [lu—v]?

Généralisation simple on donne un poids m; > 0 a la
variable j
p
2
v) =Y my(u; —vy)
j=1

Cela revient a multiplier la coordonnée j par ,/m;

Métrique

Définition soit M = diag(m;), out mq,...,
réels strictement positifs. On pose

my, sont des

lull3; = ij J—uMu

dia(u,v) = ||u—VHM-

Espace métrique il est défini par le produit scalaire

(u,v)m = ijujvj =u'Myv.
j=1
On notera que ||ul|3; = (u, u)m.

Orthogonalité on dit que u et v sont M-orthogonaux si
(u,v)p = 0.

Propriétés du produit scalaire

Le produit scalaire est commutatif
<u7 V>M = <V7 u>M
Le produit scalaire est linéaire

(u,v+w)n = (u,v)nm + (u, w)n,
(u, AWv)m = A{u, v)m pour tout A € R.

Identité remarquable

la+ vIRe = [lalRg + VIR + 20w, vin

Utilisation des métriques

Utiliser une métrique est donc équivalent a « tordre » les
données, par exemple pour les rendre comparables

Données brutes Données vues par la métrique

Cas particuliers

Métrique usuelle Simq,...,m
note (u,v) = (u, v)r.

p =1, alors M =1, et on

Métrique réduite diviser les variables par o; est équivalent
a prendre m; = 1/62. On a Dy/,» = Dy, Dy, et donc

(Dy/pu, D1/, v) =u'Dy/, Dy, v =u'Dyy,2v = (u, V)DI/UQ.

Travailler avec la métrique D1/,2, c¢’est comme utiliser la
métrique I sur des variables réduites.

La plupart du temps en ACP, on fait ’analyse
avec la métrique usuelle sur les données
centrées-réduites.
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Partie IV. L’analyse en
composantes principales

Inertie

Définition l’inertie en un point v du nuage de points est
n n
I, =Y pillei = vIRe = Y _ pi(e; — v)'M(e; — v).
i=1 i=1

Inertie totale La plus petite inertie possible est I, donnée
par

n n
Iy = Zpiﬂei — gl = Zpi(ei —g)'M(e; — g)
i=1 =1

qui est la seule intéressante puisque I, = Iy + [|[v — g||%,.

Autres relations I, mesure la moyenne des carrés des dis-
tances entre les individus

n n
2Ty = > > _pivjllei — el
i=1 j=1

Interprétation L’inertie totale mesure [’étalement du
nuage de points

Calcul de l'inertie

Forme matricielle L’inertie totale est aussi donnée par la
trace de la matrice VM (ou MV)

Iy = Te(VM) = Tr(MV)

Métrique usuelle M = I, correspond au produit scalaire
usuel et

I, =Tr(V) = ZO’?
j=1

Métrique réduite  obtenue quand M = Dy, = D?/U

I = Tr(Dy,2V) = Tr(D,, VD, ) = Tr(R) = p.

Variables centrées réduites On se retrouve encore dans
le cas ou
I, =Tr(R) =p.

L’analyse de composantes principales (ver-
sion 2)

Principe on cherche a projeter orthogonalement le nuage
de points sur un espace Fj de dimension k < p, sous la
forme

ej — g =cpal + cigas + - - + cipay

Les vecteurs ay, ..., a; définissent I'espace Fj et les ¢;y sont
les coordonnées de e].

Critere on veut que la moyenne des carrés des distances
entre les points e; et leur projetés e} soit minimale. Comme
on a toujours (théoréme de Pythagore)

lei — gl = lle; — 71> + [le] — g%,
cela revient & maximiser 'inertie du nuage projeté.

On cherche donc Fj, sous espace de dimension £k de
F),, tel que l’inertie du nuage projeté sur Fj, soit
maximale.

Valeurs propres et vecteurs propres : un
exemple

Données une matrice et trois vecteurs

5 1 -1

A=1|2 4 =2

1 -1 3
0 1 1
V] = 1 , Vo = 0 , V3 = 1
1 1 0

Vecteurs propres on peut vérifier que
Avy =2vy, Avy =4voet Avy = 6vs.
On dit que vy, vy et v3 sont vecteurs propres de A associés
aux valeurs propres A\; =2, A\g =4 et A3 = 6.

Propriétés (valables en général)
— —vy ou 3vy sont aussi vecteurs propres de A associés
a Ar;
i OnaTr(A) =5+4+3= 12:)\1+)\2+/\3.

Résultat principal (admis)

Propriété 1l existe p réelles Aq,...
ag,...,ap, tels que

,A\p et p vecteurs

\71\/18.}C = )\kak.

— Les A\ > 0 sont les valeurs propres de VM et sont
classées par ordre décroissant :

AZA2 2 A3 22X 20,

— Les ay, sont les vecteurs propres de VM et sont « M
-orthonormaux » :

<akvak>M = 17 <akvaZ>M :OSIk#Z

Théoréeme principal La projection sur k variables est obte-

nue en considérant les k premiéres valeurs propres A1, ..., A\

et les ay,...,a, correspondants, appelés axes principaux.
Le calcul ne dépend pas du nombre de variables retenues.
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Idée du lien avec l'inertie on sait que I = Tr(VM) =
A1+ -+ Ap. Si on ne garde que les données relatives a
aj,...,ak, on gardera l'inertie A\; +- - -+ A, et c’est le mieux
qu’on puisse faire.

Partie V. Les éléments de
I’ACP

Changement de coordonnées

[N
o
o
€
L] .
o ) \.
7 Ci1
=5 a1
o
Ci® °
o — R
o ° °
ol R :
o
N
I
I I I I I
-2 -1 0 1 2

e —g=(yhy?) =y (1,0) +42(0,1) = ci1a; + cipaz

Les composantes principales

Coordonnées des individus supposons que e; — g =
>7_, cieay, alors

p
(ei — g ar)m = Y cielar, ax)m = cin
=1

La coordonnée de I'individu centré e; —g sur ’axe principal
ay est donc donné par la projection M-orthogonale

cik = (ei — g, ap)m = (€ — g)/Mak-

Composantes principales ce sont les variables ¢, =
(Ciky -+ -5 Cnk) de taille n définies par

Cr = YMak

Chaque cj, contient les coordonnées des projections M-
orthogonales des individus centrés sur I'axe défini par les ay.

Représentation des individus dans un plan prin-
cipal

Qu’est-ce que c’est ? pour deux composantes principales
c1 et co, on représente chaque individu ¢ par un point d’abs-
cisse ¢;1 et d’ordonnée c;o.

Q
- N
o c
) i o i2 .91
o ° ° o
o
N
7
. ° Ci1
. — O 50 o o
I I I I
-2 -1 0 1 2

Quand? Elle est utile pour des individus discernables.

Propriétés des composantes principales

Moyenne arithmétique les composantes principales sont
centrées :

ér =c;Dpl, =a;MY'Dy1 =0

car Y'Dp1, = 0 (les colonnes de Y sont centrées).

Variance la variance de ¢ est A\, car

var(cg) = ¢, Dpc, = ayMY' D, YMay,
=a,MVMa, = A\ a;Ma;, = \.

Par conséquent on a toujours A\, > 0

Covariance de méme, pour k # ¢,
cov(cg, ¢r) = ¢ Dpey = - - = NajMa, = 0.

Les composantes principales ne sont pas corrélées entre
elles.

Facteurs principaux

Définition on associe a ay le facteur principal uy = May,
de taille p. C’est un vecteur propre de MV car

MVllk = MVMak = )\kMak = )\kuk

Calcul en pratique, on calcule les u; par diagonalisation
de MYV, puis on obtient les ¢ = Yu;. Les a; ne sont pas
intéressants.

Interprétation  Si on pose uj, = (uik,...,Upk), ON VOit

que la matrice des u;; sert de matrice de passage entre la
nouvelle base et I’ancienne

p ) p
_ J
Cik = E Y; Uik,
j=1

cp = E vy

j=1

Cr = Yuk

Formules de reconstitution

Reconstitution Par définition des cx, on a e; — g =
Sh_, cikag, et donc

o p p

i i _ /

y; = E CikQgj, Y = E crarj, Y = E cray
=1 =1 =1

Les ay; forment de matrice de passage entre I’ancienne base
et la nouvelle.
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