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COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET ANALYSE DE DONNÉES

I) Couple de variables aléatoires discrètes
.

Soient ✗ et Y deux V. A réelles discrètes

On appel couple ( X , Y ) l' application de R→ IRZ defini par

( ✗ , Y ) ( w) = ( ✗ (w) , Y (u)) F WE R unigyers Tribu +
Proba

✗ et Y sont défini sur le même espace probabilisme ( r , C , P)

( ×
,
Y ) ( r) = { lui , y;) / ( i , j) EI ✗ J }

1) Loi d' un couple

Ref : On appel loi de ( ×
,
Y ) l' ensemble des couples ((xi , yi) , Pij) où

✗ i E ✗ ( r) l' ensemble de valeurs de ✗

Yi E Y ( r)
" "

Y Pi ; = PK ✗ = xi ) n ( Y = y;D
Loi conjointe

Pij > O et E Pij = 1
i , j

Si I = [[ 1 , r ] ] et J = [[ 7 , s ]]

les Pij sont souvent donnés ds le tableau à double entrée

✗Y J , .
. . Jj . . . ys

Ki pa
, ,
- Pris - Pas

pij = P ( ( ✗ = xi ) n ( Y = y;D): I I I
✗ i pi

,
r - Pi

, j - Pi
,
s

'

: I I I
xr Prie - Pnj - Pris

2) Lois marginales
Def : les var X et Y sont appelé variables marginale du couple ( X

,
Y )

les loi de ✗ ( respectivement de Y) est appelé loi marginale de ✗ . ( respectivement dè)

Notation : ti E I Pi . =P / ✗ = xi) = E PIX -_ xi) n l Y -- y ;D = §, PijJEJ

JE J P.j = PCY = y;) = EPI / ✗ = xi ) Al Yiyi)) = §, Piji EI



Exemple : la loi conjointe de IX.Y) est donnée par le tableau

À 1 2 z y p ; .
←
loi de ✗

✗ ( r) = { 1,2 , 3,4 } valeurs de ✗

^ % % % % % = Î Y / 1) = { 1,2 , 3,43 valeurs de Y

2 0 % % % % = Î Pll ✗ = 1) MIY --211 = %
3 0 0 % % # = Î PU ✗ =3)nlY= 3) = %
h 0 0 0 % ÷loi

de " →
pi, % % ÷ % 1

Def 2 v. A ✗ et Y sont indépendantes ssi

P / ( ✗ = x ) n ( Y = y)
) =P / ✗ = x) . P / Y=y)

⇒ Pij = Pi . • Pj .

Soit g une fonction de IRZ→ IR defini sur l' ensemble des valeurs prises par (XY )

soit 2- = g ( X ,
Y )

Zk = glxi , yig)

(2- = 2k) = ¥, / ( ✗ = xi ) n ( Y -_ yj ))

2k = glxi , y;)

PCZ = 2k) = EP / ( ✗ = xi) n ( Y -- y;))
( i , ;)

2k -_ glxi , yij)

Cas particuliers :

① 2- = ✗ + Y = g / ✗ ,
Y ) ② Si 2- = ✗ • Y = g IX. Y)

P / 2- = zk ) = EP / ✗ = xi ) n ( Y = y ;)) P / 2- = 2k) = EPI ✗ = sein ( Y -- y;DIi ,;) ( i
,j)

ai + yj = 2k 2k -_ xiyj

Exemple : 2- = ✗ + Y

1 ÷ % % %loi du couple ( X
,
Y )

2 0 % IT IT
3 0 0 % %
4 O O O %



Exemple : 2- = ✗ + Y → Determiner la loi de

loi du couple ( ×
,
Y ) Z = ✗ + Y

2- (1)= { 2,3 , 4,5, 6,78}

1 % % % %
z / ☐ % % % Plzen % % % % % % %
3 0 0 % %
4 O O O % Plz -- 5) =P / ✗+11=5) =P/( ✗ = 1) nlY=h))+ PH = 2) ALY=3))

+ Pll ✗ = 4) n ( Y = 1) + Pll ✗ =3) n ( Y =D)

→ Determiner la loi de 2- = ✗ • Y

2- (1) = { 1,2, 3,4 , 6,8 , 9,12 ,
16 } ⇒ P / 2- = 4) = Pll ✗ = Nn ( ✗ = 4)

+ Pl ( ✗ = 2) MY -_ 2)) + Pll ✗ = 4) n KY =D)

# 1 2 3 4 6 8 9 12 16
= % + % +

°
= %

Plz -

_
zk) % % % % % % % % %

3) Lois conditionnelles

Def : soit ✗ une v.a. r sur ( r ,
e

,
P)

✗ (1) = { ai l i EI }

Soit A un évenement P( A) =/ 0 , la loi conditionnelle de ✗ sachant A

P / ✗ = xi ) = PIH-jqni.fr#-
Si Y est une v. A définie sur ( r

,
C
,
P)

P
, , = y ;)

/ ✗ = xi) =
P / ( ✗ = ni) n ( Y = y;))

PLY -
- y ;)

Ry=yj) ( ✗ = xi) =

fpi.jpiy.gg/X=N=PllX--NnlY--3))=?,,q-=zPCY--
3)



Esperance d' une fonction de deux v. A discrètes
.

✗ ( r) = { un , . . . , xi
}

,
Y ( r) = { yn , . . . , yj}

2- = g IX. Y ) g fonction quelconque
Elz) = ÉE glxi , yj) P ( ( ✗ = xi ) n ( Y = yj ))i -_ i j : n

Rappel: ( cas d' une suite variable)

E ( gtx)) = Eglxk)P( ✗ = xk)k

Exemple : g ( × , Y ) = ✗
• Y

EIX . Y) = Exiyj Pi , ji.j

trop : Si X et Y sont indépendantes alors :

El X - Y ) = E ( X) El Y)

Derf
r s

E ( ✗ • Y ) = §
, §, xiyj Pij

or X et Y sont indépendantes Pij = Pi . • P.j

Et ✗ • 4) = ËÇÉ, xiyj Pi . • Pi, = É xi Pio ( Êyjpoj) = E- (X) ELY)
i= n j=\

Remarqué La réciproque est fausse .

Contre - exemples :

( X
,
Y) couple de loi conjointe

EIXY) = ÈÊ i. j Piji = O i:O

ËF:o % % 00
Et ✗ Y) = 1 ✗ f- + 2 ✗ f- = ¥
ECX ) = ËPI . = ¥E- 0

^ Ëo
'

÷ ÷ E- = È
ELY) = 2- + f- = %

÷ ÷ % 1

ECXY ) = EIXIELY) = ¥ et pourtant X et Y ne sont pas independante car :

PC ( ✗ = O ) n ( Y = 2)) = 0 =/
p ( ✗ = O) • PCY= 2) = % . f- = f-0



4) Covariance et coefficient de corrélation linéaires

Def X et Y deux v. A discrètes .

On appelle covariance de ( ✗ ,
Y ) :

Cov ( X
,
Y ) = E- ( ( ✗ - ECX)) / Y - ECY ))

Propriété : cou ( ×
,
4) = ECXY ) - ECXIECY)

DÉMI Cov ( X
,
Y) = E ( ( X - ELX) ( Y -EN))

= E ( ✗ Y - XELY) - ECXIY + ECXIELY))

= ECXY ) - E LYTE ( X)

Remarque: Si ✗ et Y sont indépendantes alors covlx
.
Y ) = O

Def on appelle coefficient de correlation lineaire entre ✗ et Y

✗ ( ✗ ,
Y ) =

COVCX
,
Y )

Foy
,
Ox = TVIXT , Oy =

✗ ( ×
,
Y ) = < X - FIX) , Y - Ely ) >

" X - E / ✗ III. Il y _Ecyy,
= ios ( O) ✗

10

Y-EN)

ollx
>
Y) -41

si 0 = → pas de correlation
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TDI :

EI: X et Y deux v.A tq Y = ✗
2 ki

|
-2 - t 0 1 2

La loi de ✗ est donnée
PIX -_ ni ) f- f- f- ÷ f-

1) Determiner la loi du couple [ × , Y)

2) Determiner la loi de Y

3) Indépendance

4) Calculer Cov ( ✗
,
Y )

①

*÷| !
"

- 2 00 0 % %

Y (1) = { 0,1 , 4}

PIIX = i ) n ( ✗ = j)) = 0 Si Îtj
- 1 00 -11/4 -40 114
0 01/6 00 00 116

{ Pll ✗ = ;) n ( Y = i ' )) =P( ✗ = ;)
1 00 ^^/L,

" ° 1 / 4
2 00 20 8116 %

Car ( ✗ = i) C ( Y=P) ⇒ AMB = A

toi de Y / % Î Î A C B

② D' après le tableau , la loi marginale de Y est donnée par

PC Ko) -_ f- ;
PLY= 1) = £ ; PLY= 4) = §

③ Indépendance ?

PCH-ilnlY-jD-PCX-il.MY -_ j) ?
or P((✗ = o) n PIY = 1 )) = 0 # Pli = o) × PLY= 1) = f- ✗ E = f-2
→ ✗ et Y a sont pas indépendantes .

④ cou ( ✗
,
Y ) ?

Coul ✗
,
Y ) = ELXY) - ECX) ECY)

ECXY ) = §
,
xiy.jp/lX--xiInlY-- y;))

= €
,
xiyi Pij

On fait la mutt ixj ( voir tableau)

El XY ) = - 8 × f- + 1- 1) ✗ f- + 1 × f- + 8 ✗ f- = 0



E ( X) = Exi PCX = xi)
i

El X ) = - f- - f- + f- + f- = 0

←
inutile de calculer ECY )

⇒ Cou ( X
,
Y ) = 0 - Ox ECY) = 0

Ex 2: Soit a E IRI,

X et Y 2 v. A à valeurs des 1N

tq Pl ( ✗ = k) n ( Y -- j)) = j÷+,

1) Determiner ce

2) ✗ et Y sont elles indépendantes ?

3) cou ( ✗ , Y)

① Ë Pk
, ; = 1

k
,j :O

ËÊ j÷+, = 1k:O j = 0

⇒ a Ë ^

no 2mi / ËÎ %) = 1 Rappel: E? = en HXEIR

⇒ ae
'

Ë
. ¥ = 1 ✗ = 1 ËI = e

j
-
-
o

j !

Rappel : ( Serie geom)

É X
"

= ÷× si 1×147
,
serie geom de raison ×

.

n= 0

⇒ ae ÷ Ë:( E)
"

= 1

⇒ ae Il a) = 1
⇒ de = ^

⇒ a = le

② loi marginale de ✗

Y k C- IN

pc ✗ = K) = ËÊ Pki) = ËÎË( j ! )

P ( ✗ = b) = 2- Jq E ¥ = E- ¥,
et = ¥,

Pl ✗ = b) = ¥ Fbi EN



Loi marginale de Y :

v. j EIN

P1 Y -_ j) = Ê ^

"
ez
" ' (j ! )

= f- ✗ JT
.

✗ f- ËÎ (E)
k

MY-
_ j⇒= f- ✗ 1g ✗ 2- ✗ Ça PCY : j) = f- × je 1N

Pl ✗ = b) • PCY= j ) = ¥ ✗ g- ✗ = PCH = k) n ( ✗ = j) )

⇒ × . et Y sont indépendantes

③ Indépendantes ⇒ cou ( ×
,
Y ) = 0

Ex 3 : n boîtes numérotés de 1 à n

La boite n° k contient k boules numérotes de 1 à k .

On choisit au hasard une boite

✗ v. A : numero de la boite

Y v. A : boule

1) Determiner la loi conjointe de ( × , Y )

2) Calculer PI ✗ = Y)

3) Determiner la loi de Y et ECY )

① ✗ ( r) = TE 1 ; n D

Y(1) = Il 1 ; n D

Pll ✗ = i ) n ( Y = j)) = o si j > i

j ti → P / ( ✗= i ) n ( Y=j)) =P / 1=5 / ✗ = ;) P ( ✗ = i)

(Plan B) = PIA / B) PIB)

pk ✗ = i ) n ( Y = j ) ) = f- ✗ f- = #



2) ( ✗ = Y ) = ( ( ✗ = i ) n ( Y=i)
T
Evenement incompatible

P ( ✗ = Y ) = ÈPC ( ✗ = i ) n ( Y -- i))
ici

PLX -
- Y ) = f- Ë ÷

③ Loi de Y

HJE En ,
n D

PCY = j ) = ÉPIC ✗ = i ) n ( Y=j ))
i = 1

PM -
_ j) = Ë = f- Ë, ÷

ELY) = ÊJPCY
g--1

= Ej En -1j=r i=j ni

= ne ÊEJÎÇ. ÷
"

or Ëj = i'j série arithmétique⇐ Î E, f-§, j )

= ÎË # ×

= À Ë ( i + 1)

= En /"I + n )
= :-(

"

E- + 1) = n÷



A-SE }
26/05/21

Exo 4 :

Une urne contient une boule blanche et une boule noire
.

Les boules etant indiserviable

au toucher. On y preter une boule ; chaque boule ayant la meme proba d'être

tirée . On note sa couleur et on la remet ds l'urne avec c boules de la mm

couleur
.

On répéte cette épreuve , on realise ainsi une succession de n tirage (n »2)

Soit ✗ la v.A { ✗ i = 1 si on obtient une boule blanche au ienetirage

Xi = 0 sinon

Zp = ËÏI
i= 1

1) Determiner la loi du couple ( ✗a. ✗ a)

En déduire la loi de ✗2

2) Determiner la loi de 22

3) a) Determiner Zp (r)

b) Soit p tn
- 1
,
Determiner P ( ✗par = 1) Fk E Zp (r)

( Zp = 1)

et mq P ( Xp+ n = 1) =
^ -1 CEC Zp)

2 + pc
4) Mq Hp E E I ; n D ,

P/ Xp= 1) = f- =P / Xp = o)

1) On connait la loi de ✗ ^ , ✗r suit la loi de Bernouilli Blitz)

cas 1 ( i # j) :

Pll ✗ a = i ) n ( ✗ a = j)) = P / ✗riz /× , = i) P / ✗ a = i) = ✗ f-
✗n ( r) = E O ; ID

✗a (r) = GO ; 17

Cas 2 : ( i - j) :

Pll ✗ n = i ) n ( ✗ a = j)) = P / ✗riz /× , = i) Plxr = i) = (
^ +

c) ✗ f-
2 -1C

✗
° 1 loi × ,

✗ a ce B ( E)
o ^ + c 1- 12212-1 C) 212-1 c)

1 1 -1C 1-2¥ #c) z

loi ✗z Î E 1



2) 22 = ✗ a + ✗ z 22 ( r) = E O ) 2D

plz = a) = Pl / ✗ ^ = O ) n ( X- = ON = ^⇒
P (22--1) = Pll ✗ e- O) M ( ✗ 2=1)) + Pll ✗ e- 1) A ( ✗ 2=0 )) = 2¥
D / 22 = 2) = P / (✗ a = 1)n ( ✗z = 9) = ^ -1C

212-1 c)

3) a) Zp = EXI

Zplrr) = Io , PD

b) P ( ✗ par = 1) KE Rp (r) sachant que ( zp=k ) est réalisé :
( Zp = KI

k boules blanches ont été tirées au cours des p precedent tirages ( donc on a remis kc

boules blanches) et ( p
- K) boules noires ont été tirées ( clone on a remi ( s - K) c boules noires)

Donc au total l' une contient Ztkc + ( p - K) C = 2 + pc

P / Xp + ^ = 1) = 1 + ke

(zp=k) 2-1 pc

p

Xp-11--1 = ( ( Xp# 1 = r) n ( Zp = k))

PC Xp-11 = 1) = Î Pll ✗ pin = 1) n ( zp = KD
K-O

= EPCzp.by/Xp+r--1)plzp=k)

= E ( 1 + KC ) PC zp = k)
2-1 pc

= Ç ( E P ( Zp = k) + c Ek Plzp = k)) = ¥ ( 1 + CE ( Zp))

4) trp E TE 1. n D PC Xp _- 1) = 2- =P ( Xp = o)

montrons ce resultat par recurrence sur p :

soit Rcp) la prop PC Xp = 1) = I
RU)

,
R (2) vraies ( 1° -questions)

Hyp : supposons que R (1)
,
Rcz)

,
. . .

,
R ( p) vraies

P / xp+ a) =
^ + < E- < ZP)

OR E- ( Zp) = E ( §
,

✗ i ) = EECXI) = E ç car Xiv BLE)
2-1 pc

E- ( Zp) = P2

P / Xp+ a) =
1 + c E- < Zp)

=
1 + c £

2-1 pc z + pc

= Î



EXO 5 :

X et Y 2 v.A indépendantes suivant la mm loi de Bernouilli

Bcp) ( p E Jo ; re)

On pose l' = ✗ + Y , ✓ = X - Y

1) Quelle est la loi conjointe de ( u
,
v) ?

2) Calculer Carl v.v )

3) U et V indépendantes ?

1) Mlr) = TE 0,213 ,
✓ ( r) = I - I ; ID U= ✗ + Y

{
✗ = MEI

V = X - Y Y = UZI
de U p ( (mi ) n ( ✓= j ))

O
O 92 0 qz

= PCH= i-ji-lncy-i-si-D-PCX-i-j.ie)P(Y=i÷ )
1 9 P o pq ZPQ

car ✗ et Y sont indep .

loi de V qp q7p
'

pq z

2) Rappel : la covariance est une forme bilinéaire symétrique et définie positive

( car c'est un produit scolaire sur l' espace des v.A)

Coul vu
,
V) = Cou ( ✗ ⇒ Y , × - Y )

= Cov ( X
,
X) - (ou ( X

,
Y ) + (ou / Y

,
X) - (ou ( YY)

= 0 (syon)

Cov /M
,
V )= Cov( X

,
X) - (OVCY

,
Y)

or Cov ( ×, Y ) = ECXY ) - E ( X)ECY)

⇒ cou ( ×
,
✗7 = Et ✗2) - EYX ) = Var(X )

Donc cou ( U
,
V) = V1 X) - VLY ) = 0-0=0

3) Indép?

PHU -_ O ) n ( ✓= - 1)= 0 =/ PLU = O ) Pcv= - 1) = QBP
→
pas indep .
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Exo 6 :

N V P/d) Poisson

✗
n v. A : le pb de client qui choisissent la caisse n°1

1) toi conditionnelle PC Xr -_ k / N=n) = ( L) pk ( p - p)"
- "

V-ofkknlmnb.de caisse)

✗ ^/µ, → Bln , p) ; p= Im

2) Loi marginale de ✗ a

✗alr) = IN

Fk EIN Plxn = N = ËPCCXN = b) MIN = n)) = ÉPIK -
_
k /N=n)P(N=n)

n--0 n=k

=
É / 2) pk ( r - pi

-

ke-DI
mm n !

= ËÎ
,?÷n.» , pk / 1- p )

"" e-
n'

N÷

=
pkéd Ê ( n - p)

" - kun
k ! ^"

(n - n) :
Rappel : ÉÉ =

et ta c- IR

⇒

et (Np)
" Éta - p ) d) ^

- k

k ! ^"

( n - n) !

=
e-
> ( dp)

"

€ ( dir - p)>
À

k! £-0 j !

=
l
- d (Np)

" e) l' - P)
=
( Np)

"

e-
NP

k ! k !

Donc ✗ a ↳ P / dp) =P/ 1m) ,
Poisson



E- ✗07 :

a C- ] 0,1 et b E ] 0; +• [

✗ et Y 2 v. a dont la loi conjointe est donnée .

Pi
, j = Pll ✗ = i) n ( y = j)) =

bi e- b-ai / 1- a)
"t

si ; > j
j ! ( i -j):

ti EIN
, JEIN{ Pi ,j= 0 si icj

1) Determiner les toi marginales , ainsi que ELX) , VCXI , ECX) , VCY)

2) X et Y independante ?

3) Determiner la loi de 2 = ✗ - Y

4) Y et Z sont elles indépendantes ?

1) Loi de × :

ti EIN PIX -
_

i ) = ÊPC ( ✗ = i ) n ( ✗ = j)) =
É bi e- bahn - a)

i - si

je t'⇒

j ! ( i -j) !

PCX =
i ) = biéb § air ( r - a)

"si

5-
°

jl.li - j) !

=
bie.bg i !

j ! ( i -j) ,
À / 1- a) i

-j

i !

Newton
= bie-blija.tl y - a) = biç ( a+ , - azi =

biéb

i ! i !

° Donc Xn → P (b)
° ECX ) = VIX ) = b

Loi de Y :

j' EN ,P(y=j) = §? bie
-bait ( r - a)

"à

j! ( i -j) !
=
était € bi ( i - a)

i -j

j
'
. i=j ( i - j) !

P ( Y = j ) =
e-blah" Ë ( ba - ahi

-j

j !
"J

( i - j) !

=
e-
b (ab)

à
eb / 1-

a)

j !

=
( ab)
à

j,
e
-
ab

• Y suit → plats)

° E- ( x ) = ✓ ( X )= ab



2) Independance des états-unis des fesses

P(( ✗ = o) n ( Y = 1) = 0

PCX = O ) ( y = 1) = e-be - abaç ⇒ o
) ⇒ ✗ et Y ne sont pas indépendantes .

3) Z = X - Y = g. ( ✗ , Y )

Zer) = IN ( car ✗ ✗ Y ) j -- i - K

Fk E IN
,
PCZ -- K) = EP = il ne Y=j)) ⇒

ËP(( ✗ = i ) n / ✗ = ÎK))
Ï¥ç

ixk

P/ 2=4) = Ë biébai
- kf1 - a)

k

i -_ k
( i - bi ) ! K !

=
e-
↳ ( r - a)

k

€ biai
-bi

h !
""

(i - k) !

=
e
- b ( 1- a)

"

bla € ( ba)
i - k

k !
" "

( i - K ) !

=
e-
b
( 1- a) kbkeab
h !

=
( bla - a)the- b / 1- a) Donc z → Plb ( 1- a))

K !

4) Independance Y et 2 ?

PUY = j) n / 2=477 =P ( ( Y -- j)nc✗=Ïk))
=

bjtk e-boit ( r - a)
k

j ! k !

p( y = j) plz =
b)
=
e-ablab)Ï e

-b " - " ( b / 1- a »
=

e-
"BÏBAÏ

( r - a)
k

⇐ pqy-jsncz.jp
j ! ta ! j ! k !

⇒ Y et Z sont indépendantes



E.) Analyse en Composantes principales

1) Données et leurs caractéristiques

a) tableau des données

les observations de p variables sur n individus sont regroupés sur une

matrice ✗ à n lignes et p colonnes .

✗ ( r ) ✗cas
. . . ✗ (j ) . . . ✗ ( p)

✗= | . . . . _ .
Xi

'"
. . . . /

"

n ✗ i
'"
est la valeur prise par la variable

✓ ✗
' H

sur le ième individu
<

p
>

✗ i
' "

te ; = ( ✗ i
' "

,
✗ i
' "

. . .
.
.
✗ i
' P' ) e ; = / ✗ i '"i.

✗ i
' P)
)

individu numero i

✗
' j'

= / ¥
!!

✗
(j ) )

b) Matrice des poids

On associe à chaque individu un poids pi 7,0 ( proba de choisir l'individu i)

D= (
^

-

' ?
°

O

o

'

o

'

pi ) diagonale

o E Pi = 1

° Si Pi = NI tri

⇒ D= 1- In ; In = /
"

o

"

c) centre de -gravité
le vecteur g des moyennes arithmétique de chaque variable X

' "
est défini par

tg =
( À" XT"

,
. . .

,
¥)

oir :

✗
'À
= E Pixi

'À
moyenne de

✗
'"

° le tableau des données centrées est la matrice Yi

Yi
'"
= ✗ i

' "
- ✗

'"
tj- r - p ; i = 1-n



d)
.

Matrice de var - covariance et matrice de corrélation

Def : on appel matrice de variance - covariance
,
la matrice

✓ = TYDY Yi matrice des données centrées

° V1 ✗
' i ) ) = £ p ; ( ✗ j'% j'j) )

Z

i = 1

06 ✗
' il = Sj = À ecart type



ASE }

16/06/21

16 2 0

✗ = 8 12 10 Pi = ¥ tri

12 16 14?⃝ g , , } µ , ±, (mexique,

16 4 10

0 6 12

1) À = f- Exi
' "
= 77=12 tg = ( 12

, 8,10) centre de gravité

* = g-
E Xi

' "

= % = 8

¥"
= g- Exi

'"
= = 10

2) Matrice des données centrées Y 3) Matrice de var - cou

✓ =
*
YDY D= f-26

Y = ✗ ;
'J'
- Jin

÷ ÷ ÷
y -6

-10
✓ = %

t'/ Y = | -¥ ¥ 4% )
✗ =

| " " °

| ¥ %
0 8 4

8 0 4

4
-

4 O

- l2 - 2 2

4) Diagonalisation de MV ( M = Is)

MV = V

Pu / d) = det ( v - riz ,) =

128

=
-

d -¥ ÷
-¥ ¥ - d

"

÷
-

¥
"

5- ¥ -
d



( i → Ca + Ce -1cg

Pv (d) = 32 - d - 1613 - 1013 1 - 161} - 10/3

32 - d 68/3 -d 4413 = ( 32 - b) 1 681} -d 14/3

32 - d 441J 68/3 - d 1 441J 68/3 - d

{ La → La -4

↳→ ↳ - L,

Pv (d) = ( 32 - d) 1 - 1613 -1613

0 28 - d 20

0 20 28 - ✗

Pv / d) = ( 32 - d) ( ( 28 - N - 202 ) = ( 32 - d) (28 - d - 20) (28 - t -+20)

= ( 32 -d) ( 8-d) ( 48 - d)

dr = 48 > de = 32 > d> = 8 → valeurs propres de ✓

5) Le % d' inertie

° Le 1er axe :
d '

= 4% = 54%

da + V2 -1N}

° le 2eme axe : Î÷ç, = %- = 36%

0 Le 3eme axe :
↳

dits, -1J,

= % = 9%

L' inertie portée par le plan principal :

> n + de
= 8£ = 90%

Nn + du -1J]

6) facteurs principaux
les facteurs principaux sont les vecteurs propres associés aux plus grandes
valeurs propres

E- ↳ 8 = Ker ( V - 4813)

tu = ( Ty ) C- Eus [⇒ ( V - 48-2}) / Ê)=Ô



⇒ { x - Ifg - Ça =o {
✗ +

y -12=0 ①

-¥ x - Egy + 43-2=0
- 16 se -76g -1442=0 ②

-¥ se +
"↳y _ 736-2=0 -16×+44 y -762=0 ③

② -③ ⇒
- 120
y

+ 12oz = 0 ⇒ y = 2

① ⇒ ✗ = - 2g Rappele
Ense = vect (Î) Droite vectorielle ¥ -¥ -¥

✓ = / -¥ ¥ "%)
Il / ÎHI = FÉE =P ÷ ÷ •%

n'" = j' | ?;) normé

E- 32 = Ker ( V - 321 })

tu =
( Ê) c- Esa ( v -322s) ( TE) = Ô

⇐)
'

32.x - 16cg - 162=0 ⇒ { 2x - y - 2=0 ①

[ 16 se - 28g → 442=0
-

4 se - 7- y -1112=0
②

- 16 se + 44g - 282=0 - 4 se + Il y -72=0 ③

② - ③ ⇒ - 18g +182=0 ⇒ y=z
① ⇒ x -

_ y
En = Vert ( I)

n
'"

= ¥ / f) →
(n

'"

,
n

'") base orthonormée

7) Composantes principales
(
' "
= Yu

")
i = 1,2

C
' "
= n' " = (IEEE.EE?Euidg?.erindividusureeieraxe-2V6zr6/i1¥.

Ci et ce contiennent les projections des individus

(
'"
= Yu

'"
=

µ
}

sur les deux axes factoriels
453

4h ( ci et Cz sont centrés E =D

fr3



Calcul des coefficients de corrélation linéaire

4 - 6 - 10

PCX ' "

,
C
' ' ' ) = Cou / ✗ '

"

,
c
' " ) Y =

f-4 4 °

Q'" ⑤
C
' "

O 8 4

g o a |COVIX "
,
C
' ')) = < y ,.Î⇒

✗
' "
centré

4
-

4 0

= ty
' '' DC

' "
= g-ty

' "
c
") - l2 - 2 2

[
"'

= (-42%6) ,
cou / ✗

' "

,
C
' " )

= g- ( 1656 +856+1656+856+4856 )- LVG

=
9656

= 1656
LVG|!! 6

Occis = Il c
' "
Il = = FÉFÉ) = 453

l / X ' "
,
C
' " )

=

1656

4K¥
= ¥ •

✗ en
= fË

Tableau : PARTIEL :

1er exo : couple ,
covariance etc

C
' ' )

(
( r)

2eme : ACP

✗
' " F42

= 0,87
^/ 2=0,5

✗
'"

-

"
47=-0,59
""A- = 0,69

✗
")

- 0,59 0,69

Ext :

2 2 } 1) Calculer X
' "

,
X '
"

,
X
'»
et le centre de gravité

3 ^ 2

✗ = ( r o 3 | 2) Determiner Y

{ ? } 3) Determiner V

4) Diagonaliser V

5) Facteurs principaux ?

G) Composantes principales
?

^) = 2
,

= 1
,
À' =3

tg = ( 2,7 ,
3)



2) 1- 0 1 0

f. →- n - n o)O O T

O O O

3) ✓ =
e-
YDY = t' f- IsY= f- t'y

| : : := f- - r o e )

4) Ptyy (d) = 2- d 1 - t

1 2- J O

- T O Z - J

(r → Ca -4cg 2- d O - 7 ↳ → 13 - la 2- d O - 1

1 2- d O = 1 2- d O

- I 2- d 2- d - Z O Z -d

Ptyy / d) = ( 2-d) (( Z -N - 2)

= ( 2- d) ( 2 -d - Fr) (2-3+52)

{
% = 2+1 de 2ff valeurs propres

42=2
⇒ { de = f- de V

Y } = 2-V2 d } = 2-51

% d' inertie :
n'^ -112

h -1h + j ,

= 90%

Roy les matrices
1-
YY et ✓ = f- t' Y ont les mêmes vecteurs propres

Eur = Neet |
n'
"

= ¥ / F) = ÷ / :?) base

⇒ ( n
' "

,
n
'" ) orthonormée

Ez = Ker / TYY - 213) n'
"
= € / !)

= vert ( ?)



- 112
^ / V2

6) C
' "
= Yu

"! | -ru - % "
"
= " "

""
=

| !!!v42 -1^12 ) - '%)%

→ composantes principales .


